LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE 
E LE MATRICI DI RIEMANN (*) 


Fin da quando pubblicai la Memoria sulla teoria generale delle 
matrici di RIEMANN io posi in rilievo, alla luce di un bel teorema 
dello HuMmBERT e di alcune mie osservazioni, di cui allora non da- 
vo che un rapido cenno, le gravi manchevolezze della teoria clas- 
sica della moltiplicazione complessa per le funzioni abeliane a più 
variabili indipendenti (4). 

Ma per esatta valutazione critica di questa teoria, nè il teo- 
rema dello HUMBERT, nè le mie osservazioni erano sufficienti ; sol- 
tanto la conoscenza precisa dei vari tipi di matrici riemanniane non 
singolari con l’indice di moltiplicabilità positivo poteva bastare a 
delimitarne nettamente la portata. 

Alla ricerca di questi tipi, cui avevo già dedicato qualche ten- 
tativo nei primi mesi del 1916, io mi accinsi di proposito nell’a- 
gosto del 1917; e in quell’occasione non riuscii a superare le diff- 
coltà non lievi che essa presentava, se non quando ebbi osservato 
che l’insieme delie sostituzioni reali rispondenti alle omografie reali 
di una matrice di RIEMANN non singolare poteva considerarsi come 
un’algebra reale primitiva e quindi equivalente, per un teorema 
famoso di FROBENIUS, all’algebra dei numeri reali, dei numeri com- 
plessi ordinari o dei quaternioni. 

Fu questo dunque il problema concreto che mi condusse a ri- 
levare il legame strettissimo fra la teoria delle matrici riemanniane 
e le algebre a più unità, e a riconoscere in queste un poderosissi- 
mo mezzo di ricerca per le proprietà di quelle matrici. 


(*) Rend. Circolo Mat. di Palermo, 45 (1921) pp. 1-204. 

(1) G. Scorza Intorno alla teoria generale delle matrici di RIEMANN e ad al- 
cune sue applicazioni [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLI (1916), 
pp. 263-380], pag. 265. 


— 5% » 


e A 


368 GAETANO SCORZA 


* 
* * 

Le algebre di ordine qualunque, sebbene siano chiamate, a mio 
parere, a diventare uno dei capitoli più importanti della matema- 
tica, non sono ancora conosciute, in ispecie nell'Europa continen- 
tale, quanto meriterebbero. 

Lo STUDY, lo SCHEFFERS e, più tardi, il MoLIEN, il CARTAN 
e il FROBENIUS hanno dato alla teoria dei numeri ipercomplessi 
impulsi vigorosi, niente affatto inferiori a quelli dovuti allo HAMIL- 
TON, al CAYLEY, al SYLVESTER, ai due PrIRCE, padre e figlio, e, 
in tempi più recenti, al DICKSON e allo WEDDERBURN; ma solo fra 
gli anglosassoni (Inghilterra e America del Nord) le proprietà, non 
al tutto superficiali, dei numeri ipercomplessi, si avviano a diven- 
tar dominio comune dei matematici colti. 

Si deve forse a un passo celebre di Gauss, chiarito da ricerche 
posteriori di WEIERSTRASS e DEDEKIND, che culminarono in un ben 
noto risultato di indole negativa, la persuasione, assai diffusa, e 
lamentata già dallo STUDY fin dal 1890, che i sistemi di numeri 
ipereomplessi, all’infuori di quello dei numeri complessi ordinari, 
non siano di alcuna utilità; e che a niente essi conducano a cui 
non si possa altrettanto bene pervenire senza farvi alcun ricorso (°). 
Ma nè quelle ricerche autorizzano una sì pessimistica conelusione, 
nè è vero che le algebre a più unità non abbiano resi e non pos- 
sano rendere, ancora meglio, utilissimi servigi. 

L’essere stato dimostrato che, per certi scopi, introduzione di 
algebre diverse da quella degli ordinari numeri complessi è inutile 
o superflua, non porta che per altri tale introduzione non possa 
essere eflicacissima e quasi necessaria; e se in linea di fatto è da 
riconoscere che le proprietà delle algebre di ordine qualunque non 
sono state molto sfruttate, non vorrà mèeravigliarsene chi pensi alla 
loro scarsa diffusione. 


* 
* * 


È appunto questa loro scarsa diffusione che mi ha indotto a 
presentare qui nella prima Parte, a larghi tratti sintetici, una espo- 
sizione di insieme sufficientemente compiuta. Con che ho inteso non 


(2) E. Sruby, Uter Systeme complexer Zahlen und ihre Anwendung in der Theo- 
rie der Transformationegruppe [Monatshefte für Mathematik und Physik, I Jahrgang 
(1890), pp. 283-355], pp. 341-342. 


LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE ECC. 369 


solo di agevolare la lettura della seconda Parte, ove le proprietà 
più riposte delle algebre ricorrono continuamente; ma anche di 
fornire alla nostra letteratura matematica, che sull'argomento manca, 
non dico di trattati, ma di monografie adeguate, un primo saggio 
di trattazione metodica. 

In esso la nozione di algebra, cioè di sistema associativo di 
numeri ipercomplessi, viene posta nel senso più generale, alla ma- 
uiera inaugurata dal TABER (?), e meglio ancora dal DICKSON (4); 
e cioè si suppone che le coordinate dell’elemento corrente siano, 
non necessariamente numeri reali o numeri complessi ordinari, come 
il più spesso si usa, ma numeri di un qualsivoglia corpo numerico. 

Ciò, da una parte, è stato imposto dal fatto che nella teoria 
delle matrici di RIEMANN appunto le algebre a coordinate razionali 
sono quelle che più interessa considerare; dall’altra, ha richiesto, 
che, per lo sviluppo dell’esposizione io mi valessi di procedimenti 
non vincolati, come molto spesso sono quelli, ad es., del CARTAN (?) 
e del FROBENIUS (6), a ipotesi particolari sul corpo numerico costi- 
tuente il campo di variabilità delle coordinate. 

Per questo mi è stata di validissimo aiuto una bella Memoria 
dello WEDDERBURN (7), che è da considerare come la pubblicazione 
su questi argomenti più elegante e più geniale; ma non ho mancato 
anche di valermi, occorre appena avvertirlo, delle due magistrali 
memorie di FROBENtUS (8), e del trattatello del DICKSON (9), breve 
e succinto, ma assai raccomandabile per la chiarezza del dettato e 
la ricchezza delle informazioni bibliografiche. 

Nell’esposizione, che ho composta tenendo particolarmente di 
mira i lavori ora citati, ma non tralasciando di esaminarne quanti 


(3) H. TABER, On Aypercomplex number systems [Transactions of the American 
Mathematical Society, vol. V (1904), pp. 509-548], pag. 511. 

(4) L. E. DICKSON, On hypercomplex number systems [Transactions of the 
American Mathematical Society, vol. VI (1905), pp. 344-348]. 

(5) E. CARTAN, Lesa groupes bilinéaires et les systèmes de nombres complexes 
[Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, tom. XII (1898)]. 

(5) Q. FROBENIUS, Theorie der hypercompleren Grössen, I und II [Sitzungsbe- 
richte der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften, 1903, I. Halbband, 
pp. 504-537 e pp. 634-645]. 

(7) J. II. MACLAGAN WEDDERBURN, On hypercomplex numbers [Proceedings of 
the London Mathematical Society, s. 2, vol. 6 (1908), pp. 77-117]. 

(8) Loo. oit. (6). 

(9) L. E. Dickson, Linear Algebras [Cambridge Tracts in Mathematios and 
Mathematical Physics, n° 16, Cambridge, University Press, 1914]. 
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altri mi è stato possibile procurarmi tra difficoltà materiali non 
lievi, si trova qua e là qualche novità non priva di interesse; per 
es. l’introduzione delle caratteristiche e delle nullità di un elemento 
di un’algebra, che sveltisce e chiarisce molti procedimenti dimostrativi; 
lo studio preciso delle relazioni fra gli automodnli di un’algebra 
non pseudonulla, dotata di sotto-algebra eccezionale, e gli automo- 
duli dell’algebra complementare di questa sotto-algebra; qualche 
dimostrazione nuova più agile di quelle già conosciute ...; ma gli 
scopi propostimi, di indole introduttiva, e la necessità di non ecce- 
dere certi necessari limiti di spazio, non mi hanno permesso, nè 
di esporre alcune mie nuove considerazioni, che forse svilnpperò 
altrove, nè di accogliere nel saggio che segue, pur avendole talvolta 
già rimaneggiate e notevolmente sveltite con la speranza di farvele 
comparire, ricerche di CAYLEY (!9), Srupy (!1),... utili e belle, ma 
non strettamente necessarie per le applicazioni a cui qui si mira, 


* 
* * 


La seconda Parte contiene i nuovi risultati a cui son perve- 
nuto dal 1917 in poi sulla teoria generale delle matrici di RIRMANN, 
e dei quali alenni ho già preannunziati in tre Note preventive pub- 
blicate nei Comptes Rendus e nei Rendiconti dei Lincei (12). 

L'idea fondamentale che soggiace ad essa è la seguente. 

Lo studio di una matrice di RIERMANN è lo studio dei suoi si- 
stemi nulli, delle sue reciprocità e delle sue omografie. 

Quest’ultime, sia che si considerino tutte, sia che si considerino 
fra di esse soltanto quelle reali o soltanto quelle razionali, costitui- 
scono una totalità lineare ed un gruppo (continui o discontinui); 
quindi è chiaro che si pone a studiarle con mezzi certo non perfet- 
tamente adeguati allo scopo, chi fa ricorso a teorie (geometria proiet- 
tiva, gruppi continui e discontinui) che delle due suddette proprietà 


(10) A. CAYLEY, On double algebra [Proceedings of the London Mathematical 
Society, s. 1, vol. 15 (1883-84), pp. 185-197]. 

(14) Loo. cit. (2). 

(1°) G. Scorza, a) Les fonctions abéliennes mon singulières à multiplication 
complexe [Comptes Rendus hebdomadaires des sèanoes de Academie des Sciences 
(Paris), t. CLXV (2me semestre, 1917), pp. 497-498]; b) Il rango di una matrice 
di RIEMANN [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie 5^, vol. XXVI (20 
semestre, 1917), pp. 177-182]; c) Sur les fonctions abéliennes è troie variables indé- 
pendantes [Comptes Rendus hebdomadaires des seances de l’Academie des Sciences 
(Paris), t. CLXVII (2M0 semestre, 1918), pp. 454-455]. 
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fondamentali ne sfruttano, direttamente e principalmente, soltanto 
una. 

Invece, ove alla considerazione delle omografie si sostituisca 
quella delle sostituzioni lineari omogenee che le rappresentano — 
imponendo ai coefficienti di queste di variare soltanto nel corpo 
dei numeri reali, o soltanto nel corpo dei numeri razionali, se tra 
le omografie della matrice si vuol tener conto solo di quelle reali 
o solo di quelle riemanniane — si vede subito che l’insieme di 
coteste sostituzioni, appunto perchè è una totalità lineare ed un 
gruppo, è un’algebra; quindi nella teoria delle algebre è da ravvisare 
lo strumento più adatto allo studio delle omografie di una matrice 
riemanniana. 

Questa osservazione, che mi fn suggerita dal problema concreto 
ricordato più sopra, non poteva maucare di rivelarsi utile e feconda, 
e chi voglia esaminare attentamente i risultati qui raggiunti non 
potrà non convenire che la previsione teorica ha trovato nel fatto 
la conferma più ampia e più sicura. 

La teoria delle algebre non solo mi ha condotto per le matrici 
riemanniane a proposizioni di una precisione e generalità assoluta- 
mente insperate; ma mi si è anche manifestata di tale potenza 
euristica, di tanto duttile sveltezza, e di così alta eleganza che cre- 
do proprio di poterla additare come uno degli strumenti di ricerca 
più poderosi e più efficaci per tutte le questioni di analisi e di 
geometria che trovano il loro fondamento più naturale nella teoria 
delle matrici di RIEMANN. 

Intanto è stata appunto la teoria delle algebre che mi ba con- 
sigliato di introdurre un nuovo carattere fondamentale per una ma- 
trice riemanniana. 

Esso è l’intero positivo che ho chiamato rango di una matrice di 
RIEMANN € la sua importanza risalta subito quando si guardi aluf- 
cio essenziale cui esso risponde in questa Memoria, 0, soltanto, si 
rifletta ai vari significati geometrici che di esso possono essere indicati. 

Così il rango di una matrice riemanniana legata a una curva 
è il massimo del grado dell’equazione minima di una corrispondenza 
assegnata sulla curva (1); e una osservazione perfettamente analoga 
sta per il rango di una matrice riemanniana legata a una varietà 


(13) L’introdnzione della nozione di equazione minima nella teoria delle cor- 
rispondenze sopra unn cnrva algebrica è dovuta, come è ben noto, al Rosati. 
Vedi la sua bella Memoria: Sulle corrispondenze plurivalenti fra i punti di una 
curva algebrica [Atti della I. Accademia delle Scienze di Torino, vol, LI (1915- 
1916), pp. 991-1014]. 
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abeliana. Inoltre, se una varietà abeliana della dimensione p, col 
numero-base o, è pura ed è legata ad una matrice riemanniana del 
rango 0, (o è un divisore di 2p e) l’indice y delle corrispondenze 
algebriche (v, 1) situate sulle varietà è suscettibile di tutti e soli 
i valori, che sono le potenze con esponente eguale a “P degli interi 
positivi rappresentabili con una determinata forma aritmetica a o 
variabili di grado o. 
* 
* * 

Poichè lo strumento di ricerca maggiormente utilizzato è qui 
la teoria delle algebre, i risultati a cui si perviene si aggirano per 
la maggior parte intorno al rango, all’indice di moliplicabilità e alle 
omografie di una matrice di RIEMANN; ma per talune questioni, 
oltre che alla teoria delle algebre e a quella degli pseudo-assi, ini- 
ziata nella Memoria del 1916, ho dovuto anche far ricorso a quella 
delle forme Hermitiane e, quindi, alla teoria delle antiproiettività 
sviluppata dal SEGRE in Memorie ormai classiche (14). 

Alludo specialmente alla costruzione di tutte le matrici rieman- 
niane non siugolari ma con l’indice di moltiplicabilità positivo, che 
costituisce la parte più laboriosa e più riposta di questo lavoro, e 
che mi è sembrato utile trattare a fondo per la sua rilevante por- 
tata analitica. 

Le funzioni abeliane non singolari, ma ad indice di moltiplicabilità 
positivo, si distinguono infatti in due categorie, di cui una rac- 
chiude soltanto funzioni con un numero pari (= 4) di variabili, 
l’altra contiene funzioni con un numero qualunque di variabili, 
purchè diverso da 2, e può riguardarsi come la più spontanea gene- 
ralizzazione delle funzioni ellittiche a moltiplicazione complessa ; co- 
siechè lo studio delle loro proprietà darà certamente luogo a ricer- 
che interessantissime, nè mancherà di gittar nuova luce su questio- 
ni matematiche fondamentali. 

Qui dò soltanto la costruzione delle tabelle di periodi cui esse 
appartengono, e indico soltanto alcune delle proprietà geometriche 
più notevoli delle varietà abeliane che da esse derivano; ma mi 
propongo di ritornarvi con un lavoro apposito, perchè l’esposizione 


(#4) C. SEGRE, Un nuovo campo di ricerche geometriche [Atti della R. Acca- 
demia delle Scienze di Torino, vol. XXV (1889-1890) pp. 276-301; 430-457; 
592-612: e vol. XXVI (1890-1891), pp. 35-71]. 
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completa anche dei soli teoremi, che già posseggo su di esse, 
avrebbe aumentata di troppo la mole di questa Memoria. 


PARTE PRIMA. 


LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE. 


SEE 


NOZIONI FONDAMENTALI. 


1. Denotato con I" un qualsivoglia corpo numerico (+5), diremo 
che un insieme A è un’algebra di ordine n,o ad n unità, nel corpo 
T, quando gode delle seguenti proprietà : 

I) Se x ed y sono elementi qualunque di A è definito in modo 
unico un elemento di A da chiamar somma di x ed y e da indica- 
re coon æ+ y: 

II) Se x, y, z, sono elementi di A, è 


(1) a+ty=yt+%, 
€ 
(2) (æ +y +H z= x + (y +e) (8); 


III) Se x è un elemento di A e a è un numero di T è definito 
in modo unico un elemento di A da chiamar prodotto di « ed x, 
o di x ed « e da indicare indiferentemente con a'x 0 xa, QX 0 XA; 
IV) Se x ed y sono elementi di A e x, a’ sono numeri di T, è: 


(3) (a+ x’) £ = ax + g'z, 
(4) a (xæ + y) = ax + ay, 


(15) Per la definizione di corpo numerico che qui si intende adottata vedi 
per es. L. E. DICKSON, Definitions of a field by independent postulates [Transao- 
tions of the American Mathematical Society, vol. IV (1903), pp. 13-20]. 11 corpo 
T può esser finito o infinito; ma nel testo si suppone sempre escluso che / sia 
formato da un solo elemento, e cioè, dal suo zero. 

(45) Di qua, al solito modo, la definizione del significato di x + y + 2, o di 
Lty+2+..+ 0%, T, Y, 2,...,v essendo sempre elementi di d. E un’osservazione 
analoga si intenda fatta relativamente alle (7) e (9). 


374 GAETANO SCORZA 


(5) a (x æ) = (xa) 8 5 
V) È possibile scegliere in A n elementi 
ty, Hgy seg Un m= 1), 


così che gli elementi di A siano dati tutti, e ciascuno una volta sola, 
dall’espressione 


(6) ` Qi W F Qg Ua +. F An Un s 


facendo variare comunque ciascuna delle œ; fra î numeri di T'; 

VI) Se ® ed y sono elementi di A è definito in modo unico 
un elemento di A da chiamar prodotto di x ed y, considerati in 
quest'ordine, e da indicare con -y 0 £y; 

VII) Se x,y,z, sono elementi di A ed a, a’ sono numeri di I, è 


(7) ax -a'y=aa- xy, 
(8) (x + y) z = sz + ye, 
(Spis) z (£ y) = z8 + zy, 
(0) (zy) z = æ (y2) (17). 


2. Se per gli elementi x e y di A si ha, conformemente a V), 
g= È, U + set En Un, 
Y = N Uy F + MU, 


con le È; e n; numeri di T, si ha, per II) e IV), 


æ + y = (H n) ++ (En + Ma) n. 


Inoltre, sempre per V): 
È 
TEN 


(11) Insomma noi diciamo semplicemente algebra, alla maniera di WEDDER- 
BURN, ciò che altri direbbe sistema associativo di numeri ipercompleesi, o, anche, 
algebra associativa. Facciam questo perchè uon avremo mai occasione di consi- 
derare sistemi non associativi, 


r———————_ _ _@———@,——’ + _ _—Y_——_@@— ©’ ———@YPy ——r l— mo @———————_————————— ctl10cr__e—o—’r r——_(amuer*©«« ‘tr citi 
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quando e solo quando è 
È = My 3 Èn = Mn 


3. L’elemento di A che è dato dalla (6) facendovi nulle tutte 
le a, si dirà l’elemento nullo o, anche, lo zero di A e si indicherà 
col solito simbolo 0, sebbene lo zero di A sia un ente ben distinto 
dallo zero di T. 

Per esso si ha, qualunque sia « in A, 


a+0=a. 
Si osservi che, per V) e IV), è 
TENENS 
e che, se si pone, per definizione 
— x = (— 1)-« 
æ + (— 2) =0. 


Se x ed y sono elementi di A si dice differenza di x ed y, e 
si indica con x — y, l’elemento di A definito dall’eguaglianza : 


a-y=r+(-p). 
Notisi che da 


s+y=8 +e, 
con x, y, z in A, segue 
uit: 
In particolare da 
a+y=e 
si trae 
y=0; 


da cui si deduce che la definizione dello zero di A dipende solo 
apparentemente dalle tj, s.y tt 


4. Da V) e IV) si deduce che: 
È nullo il prodotto dello zero di I per un qualsivoglia ele- 
mento di A, ossia che è 


(10) Meer = (0 = 
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dove il simbolo 0, nei primi due membri, indica -lo zero di I° e, 
nell’ ultimo, lo zero di A. 

Ma la (10) sussiste anche se vi si suppone che il simbolo 0 
indichi sempre lo zero di A, per modo che: 

È nullo il prodotto di due elementi di A dei quali uno almeno 
sia nullo. 

Infatti, se x ed y sono elementi di A, da 


À y +0 =y, 
si trae 
ye + 0.2 = yx, 
e 
æy + x.0 = xy, 
e quindi 


oa Sm oo: 


Avvertasi, per altro, che mentre : 

Il prodotto di un numero di I° per un elemento di A non può 
csser nullo, se non a patto che uno almeno dei due enti sia nullo, 

non è detto che per un’algebra qualunque il prodotto di due 
elementi non nulli sia necessariamente diverso da zero. 

Le algebre particolari per cui questa proprietà sussiste si 
dicono primitive (18). 


5. Se un’algebra non è primitiva esistono in essa coppie di 
elementi non nulli x ed y per cui è 


Ciascun elemento di una tale coppia si dirà, col WEIERSTRASS, 
un divisore dello zero, e quando occorra precisare si dirà che x è 
un divisore sinistro, y un divisore destro, dello zero. 


6. Gli elementi «,,..,%m di A (m = 1) si dicono indipen- 
denti fra di loro in I —0, semplicemente, indipendenti, quando 


(48) Le algebre che qui, con io WEDDERBURN, diciamo primitive, sono le 
division-algebras del DicKkson [loc. cit. (°), pag. 66]. Quelli che il CIPOLLA 
{ Teoria dei numeri complessi ad N unità [Periodico di Matematica, vol. XX 
(1904-1905), pp. 97-106 e pp. 162-173]} dico corpi hankeliani sono, secondo la 
nomenclatura adottata, le algebre primitive nel corpo dei numeri reali. Lo HAWKES 
nella sua Memoria On Quaternion Number-Systeme [Mathematische Annalen, Bd. 
60 (1905), pp. 437-447] dice primitive le algebre che nel testo saranno dette 
regolari, 


ue n "I —ar —_—— —c 
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non vi sia luogo ad equivoci — se dal supporre che sia 
ly W, + o Am Zm = 0, 
con le 4; numeri di T, segue che è, a dirittura, 
AM MEU 


Elementi non indipendenti si diranno anche dipendenti. 
È chiaro che se, in conformità di V), per gli elementi Ly gereg Cin 
si ha: 


1... 
zj = z Ej U (j = 1, ... , m), 


con le jų numeri di T, gli elementi stessi risultano indipendenti o 
dipendenti secondo che la caratteristica della matrice 


Il éz |l 


è uguale ad m o inferiore ad m. 

Notisi che in A non possono esistere più di n elementi indi- 
pendenti — donde la giustificazione della definizione di ordine di 
un’algebra — e che le «,, %,,..., Un di cui si parla in V) sono in 
sostanza n elementi indipendenti qualunque di A. 

Avvertasi pure che se più elementi di A sono indipendenti, 


x 


ciascun di essi è necessariamente diverso da zero. 


7. Un gruppo di » elementi indipendenti di A si dice un gruppo 
di unità di A. 

Se Uj y.p Un è uno di essi, tutti i gruppi di unità di A sono 
dati da u1,.., n; 86 è 


1... 
I . 
uj = z Tj, W (j = 1, "03 n) 


e |t;x| percorre la totalità dei determinanti non nulli con gli ele- 
menti in I. 

Le coordinate dell’elemento w di A rispetto alle unità u,,..., Un 
sono i numeri È, ,..., Ën di /' per cui è 


w = E, Ut. 4 én Un. 


ie. Ar. —. bd n È n si. e —»vb_ Tè a a —_ Li i ne. è è nc. è nî - n. i. «n. è—|_ Rit 
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L'elemento v e la n-pla ordinata di numeri (É,,.., n) si indi- 
viduano reciprocamente. 


8. Due elementi a e y di un’algebra si dicono permutabili o 
commutativi se è 
ay= ya. 


Algebra commutativa è un’algebra i cui elementi sono a due a 
due permutabili; cioè un’algebra per cui i prodotti degli elementi 
godono della proprietà commutativa. 

Come è chiaro, perchè un’algebra sia commutativa occorre e 
basta che siano a due a due permutabili gli elementi di un suo 
gruppo di unità, 


9. Due algebre, definite nello stesso corpo numerico, si dicono 
isomorfe o equivalenti se è possibile stabilire fra i loro elementi una 
tal corrispondenza binnivoca che, detti x,y elementi qualunque 
dell’una e g’, y’ gli elementi omologhi dell’altra, agli elementi 


at, wpy ay 


dell’una corrispondano gli elementi 


r f d oon 
XI, + yy, Ly 
dell’altra, essendo « un numero qualunque del corpo nel quale sono 
entrambe definite. Si dicono invece reciproche se è possibile stabilire 
fra i loro elementi una tal corrispondenza biunivoca che, mantenute 
le notazioni precedenti, agli elementi 


= 


Lil, x +y, xy 
dell’una corrispondano gli elementi 


ak’, ey, ya 

dell’altra, 

La relazione di isomorfismo o di equivalenza tra algebre gode 
delle proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva. 

Algebre reciproche ad una stessa sono equivalenti. 

Se due algebre sono equivalenti o reciproche, in ciascuna cor- 
rispondenza biunivoca che ne metta in linee Pequivalenza o la re- 
ciprocità, allo zero dell’una corrisponde necessariamente lo zero del- 


nt 


A” °° 1° dre nr ge talenti nnt —1— P’ oO >>-*G gr eee 
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Paltra; qúindi ad elementi indipendenti (dipendenti) dell’una corri- 
spondono elementi indipendenti (dipendenti) dell’altra. 

Algebre equivalenti o reciproche sono dunque dello stesso ordine. 

Algebre commutative equivalenti sono anche reciproche, e vi- 
ceversa. 

Due algebre reciproche non sono necessariamente equivalenti. 


10. Avvertasi una volta per tutte che le proprietà delle algebre 
formanti Voggetto di questo studio sono le proprietà invarianti di 
fronte alla relazione di equivalenza ; quindi ogni qual volta intro- 
durremo delle ulteriori nozioni sarà inutile far rilevare esplicitamente 
che trattasi di nozioni invarianti di fronte a quella relazione (19). 


11. Siano A e A’ due algebre definite nei corpi T e I”, rispet- 
tivamente. 

Generalizzando una denominazione assai suggestiva del CAR- 
TAN (29), diremo che A’ è il prolungamento di A in T’, se I" con- 
tiene /, A’ contiene A, le definizioni delle somme e dei prodotti 
per A rientrano in quelle analoghe per A’, e inoltre uno (e quindi 
ogni altro) gruppo di unità di A è pure nel tempo stesso un 
gruppo di unità di A’. 


$2 
SISTEMI E SOTTO-ALGEBRE DI UN’ALGEBRA 


12. Si dirà sistema (?1) dell'algebra A, determinato dai suoi 
elementi , ,..., a, e si indicherà con 


N ---, 0) 


l’insieme degli elementi di A forniti dall'espressione 


E ETE 


(19) L'importanza fondamentale della relazione di equivalenza per la teoria 
delle algebre è stata esplicitamente rilevata da B. PEIRCE; nè, a riflettervi bene, 
alla definizione che egli ne dà può esser mosso l'appunto indicato dallo HAWKES. 
Vedi B. Prikck, Linear Associative Algebra [American Journal of Mathematios, 
vol. IV (1881), pp. 97-229], pp. 99-100; H E. Hawkxs, Estimate of PriRcW8s Li- 
near Associative Algebra [ibid., vol. XXIV (1902), pp. 87-95], pag. 91. 

(2°) Loc. cit.(5), no 76. 

(21) I sistemi del testo sono i compleres dello WEDDERBURN [loc. cit. (7)]. 
Appunto allo WEDDERBURN è dovuta l'introduzione del calcolo dei sistemi nelle alge- 
bre, che è da considerare come la trovata più felice della sua bella Memoria. 
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al variare delle 4; in tutti i modi possibili fra i numeri del corpo 
in cui A è definita. 

Lo zero di A costituisce da solo un sistema. Si dirà il sistema 
zero e si indicherà ancora col simbolo 0. 

Ordine di un sistema è il massimo numero di elementi indi- 
pendenti che possono scegliersi in esso. 

Il sistema (2, ; ..., &m) è di ordine m o di ordine inferiore (=> 0), 
secondo che <,,..., % sono indipendenti o dipendenti. 

Per indicare che, dei due sistemi S e 7, T contiene S e non 
è esaurito dagli elementi di S, si scriverà 


SUD & La 


In tal caso l'ordine di $S è inferiore a quello di T. 
Ciascun sistema di A è di ordine non superiore a quello di A; 
ed è dello stesso ordine solo quando coincide con A. 


13. Se S e T sono sistemi di A si dirà intersezione di S e T 
e si denoterà con 
SaT 


il sistema (di ordine =0) costituito dagli elementi comuni ad $ 
e T; si dirà invece somma di S e T e si indicherà con 


SHT 


il sistema d'ordine minimo contenente tutti gli elementi di S e T, 
o, ciò che è lo stesso, l'insieme degli elementi ciascun dei quali 
sia la somma di un elemento di S e un elemento di T. 

Detti m, , m, gli ordini di S e T, ed m’, m” quelli di Sn7 
ed S+ 7' si vede subito che è P 


mi- m =m + m”. 


Notisi che 
SIRIA 
S+T=T+$; 
e che se U è pure un sistema di A è 


(So T7)n U=S n (Ta U}, 


(S+7)+U=$8+(T+ DU). 
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Il sistema d’ordine minimo, contenente tutti gli elementi risul- 
tanti dal formare i prodotti di ciascun elemento di S per ciascun 
elemento di T, si dirà prodotto di S e T, considerati in quest’or- 
dine, e si indicherà con 


ST 0 ST. 


L’ordine di ST è evidentemente inferiore o eguale al prodotto 
degli ordini di Se T. 

Le leggi fondamentali dei prodotti di sistemi sono espresse 
dalle eguaglianze 


(ST) U = 8 (TU), 
U(S+ T)= US 4 UT, 
(S PF U = sU + TU, 


che si dimostrano immediatamente. 
Se x è un elemento di A, i prodotti, in generale distinti, 


(æ) S ed D(x), 


dove, in conformità del n° 12, (x) è il sistema determinato da v, si 
indicheranno più semplicemente con 


cS ed Sx, 


appunto perchè sS, ad es, non è altra cosa che l’insieme dei 
prodotti di x per i singoli elementi di S. 

Avvertasi a questo proposito il diverso significato delle e- 
spressioni 


(@M+@]S e (@+y8, 
dove y è, al pari di x, un elemento di A, o delle espressioni 
S[@M4+ (ped Seyh 
Mentre è, ad es., 
[@) + (@] S = (a) S + y) S = ad + 48, 


si ha invece 
(a +) S < a8 + ys. 
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14. Le potenze degli elementi o dei sistemi «di un’algebra 
qualunque ad esponenti interi positivi si definiscono procedendo 
come nell’algebra elementare, e per indicarle si useranno le stesse 
notazioni che si adoperano per le potenze dei numeri ordinari. 

Inoltre per codeste potenze sta sempre il teorema fondamentale 
relativo al prodotto di potenze con la stessa base. 


15. Se per un sistema S dell’algebra A si ha 
EST ed MaN 


è chiaro che S è, al pari di A, uwalgebra, nello stesso corpo nu- 
merico, quando a definire in esso le somme e i prodotti degli 
elementi si adottino le definizioni già fissate per lo scopo analogo 
in A. 

In tal caso si dirà che © è una sotto-algebra di A; e si dirà 
che Sè una sotlo-algebra propria di A, se si vuole escludere che 
sia S= A. 

A titolo di esempio si osservi che: 

L'insieme degli elementi di A, permutabili con un suo elemento 
assegnato x, è una sotto-algebra di A. 

È chiaro infatti che tali elementi costituiscono un sistema & 
per il quale è S? S, ed è poi S+ 0, perchè o ax = 0 ed S= A, 
x=#+0 ed S, contenendo x, è +0. 


16. Una sotto-algebra B di un’algebra A si dice semi-invariante 
sinistra in A, se, essendo b un elemento qualunque di B ed a un 
elemento qualunque di A, il prodotto da è ancora un elemento di 
B; semi-invariante destra in A, se, con lo stesso significato di b ed 
a, il prodotto ab è ancora un elemento di B. 

Insomma B è semi-invariante sinistra o destra in A secondo che è 


BA B o ABZ B 


Se per B queste due condizioni sono entrambe soddisfatte, B 
si dice, a dirittura, invariante in A (22). 


(22) La nozione di sotto-algebra invariante di un’algebra data risale a Car- 
TAN, loc. cit. (5), n° 69. Quella di sotto-algebre semi-invarianti al POINCARÉ. Ve- 
di H. Poincaré: Sur l'intégration algébrique des équations linéaires ci les périodes 
des intégrales abéliennes [Journal de Mathématiques pures eb appliquées, 5me serie, 
t. IX (1903), pp. 139-212], pag. 182. 
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Da 
B&A 
si trae 
B? < BA, L a 
quindi una sotto-algebra semi-invariante sinistra o destra di A può 
anche definirsi come un sistema B di A per il quale sia nel tempo 


stesso 
B#+0 e BAZB, o B#+0 e AB< B, 


perchè ciascuna di queste due coppie di condizioni basta ad impli- 
care che B è um’algebra. 

Allo stesso modo può dirsi che una sotto-algebra invariante di 
A è un sistema B di A per il quale sia 


B+0,  BA<B, AB<B. 


Una sotto-algebra invariante di A si dice massima (23) se è pro- 
pria e non esiste in A alcuna sotto-algebra invariante propria che 
la contenga e non coincida con essa. 

Un'algebra semplice (2) è un’algebra priva di sotto-algebre in- 
varianti proprie. 

Se S è un sistema dellalgebra A, il prodotto SA (il prodotto AS) 
o è nullo o è una solto-algebra semi-invariante sinistra (destra) di A. 

Infatti è: 

SA. A =S. AZSA. 

Ne discende che: 

Se S è un sistema dell’algebra A, il prodotto ASA o è zeroo è 
una sotto algebra invariante di A; quindi, se A è semplice, è 


ASA =0 oppure ASA = A (®5). 


17. Se B, e B, sono sotto algebre di A, Pintersezione di B, e 
Ba, se diversa da zero, è evidentemente una sotto-algebra di B,, 


(23) Loc. cit. 7), pag. 81. Vedi anche S, EPSTEEN and J. H. MACLAGAN WED- 
DERBURN, On the structure of hypercomplex number sysiema [Transactions of the 
American Mathematical Society, vol. VI (1905), pp. 172-178]. 

(24) Denominazione dovuta al Carran, loo. cit. 5), n? 69, Ciò che T. MomEN 
chiama cin urapriingliches Zahlensystem nella sua Memoria: Uber Systeme hòherer 
complexer Zahlen [Mathematische Annalen, Bd. 41 (1893), pp. 83-156], pag. 93, è 
secondo la nomenclatura del testo, tn'algebra semplice, dotata di modnlo, nel 
corpo degli ordinari numeri complessi. 

(25) Questa osservazione, assai ovvia, ma molto utile, può esser meglio pre- 
cisala. Risulterà dal seguito che un'algebra semplice, che non sia una zero-alge- 
bra di ordine 1, ò sempre dotata di modulo, Ora, quando A è dotata di modulo, 
ASA contiene S; dunqae: se A è semplice, e non è una zero-algebra di ordine 1, è 
AS. = 0 solo quando sia S= 0. 
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B, ed A; non è detto invece che anche la somma di B, e B, sia 
una sotto-algebra di A, perchè non è detto che il sistema B, + B, 
debba risultare necessariamente un’algebra. Per altro : 

Se B, e B, sono sotto-algebre invarianti di un’algebra A, anche 
B, + B, è una sotto-algebra invariante di A (?6). 

Infatti è B, + B, + 0, e per l’invarianza di B, e B, in A è 
inoltre : 

(B, + B,) A = BA H BA < B, + Ba, 


A (B, + B) = AB, + 4AB, < B, + RB. 
Se B, è una sotto-algebra invariante massima, è, dunque, 


B, + B= B,, cioè B, < B,,; 
oppure 
B, F B,= A. 
Quindi: 
Se B, e B, sono sotto-algebre invarianti massime distinte, è ne- 
cessariamente 
B, +B, =A. 


18. Se A è un’algebra qualunque si ha 
ASPASIA: 


e fra i sistemi A’, A3,... quelli che sono diversi da zero sono, al 
pari di A, delle algebre. 

Poichè gli ordini di A?, A?,... non possono scendere al disotto 
di zero, debbono esistere due interi consecutivi r ed r -}- 1, tali 
che sia 5 


(11) AE > A 
dopo di che sarà, a dirittura, 
AGI VA LIRA E 
(86) Cfr. loc. cit. 7), pag. 81. La proposizione può essere evidentemente ge- 
neralizzata: può dirsi cioè: Se B, e B, sono sotto-algebre semi-invarianti sinistre 


(destre) di un’algebra A, anche B, + B, è una sotto-algebra semi invariante sinistra 
(destra) di A. 
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Se r è il minimo intero positivo per cui valga la (11), r si dice 
l'indice (2?) di A; e se, in tale ipotesi, si ha 


AGATE; 


l’algebra A si dice pseudo-nulla (28). 
Avvertasi che in questo caso è necessariamente r = 2; poi, 
dovendo essere 


A=A** se r=2, oppure A > A4°25>.. >A"1=*+0 Se r>3, 


se n è l’ordine di A, quello di A'— è al più n — (r — 2); quindi 
è pure 


1 < n — (r — 2) 
ossia ‘ 
rznt1 


Se lindice di un’algebra pseudo-nulla è uguale a 2, essa si 
dice anche una zero-algebra (29). 

Una tale algebra è dunque un’algebra per la quale i prodotti 
degli elementi sono tutti nulli. 


19. Un’algebra semi-semplice (39) è un’algebra priva di sotto- 
algebre invarianti proprie pseudonulle. 


(27) Loo. cit. 7), pag. 87. 

(28) Denominazione dovuta al CARTAN, il quale per altro dette delle algebre 
pseudonulle (nel corpo degli ordinari nnmeri complessi) una definizione diversa 
[ofr. annotazione (43)]. La definizione del testo è dovuta allo WEDDERBURN. 

Un’algebra pseudonulla dagli autori anglo-sassoni è detta nilpotent; dal 
FROBENIUS un Wwurzel-gruppe. 

(29) Loo. cit. (°), pag. 88. 

(3°) La denominazione è dovuta al CARTAN; ma la definizione adottata nel 
testo è quella dello WEDDERBURN, loo. cit. (7). Avvertasi, per altro, che le due 
definizioni del Carran e dello WEDDERBURN, anche limitandosi aile algebre de- 
finite nel corpo degli ordinari numeri complessi, non sono proprio equivalenti. 
Secondo la nomenclatura del testo le algebre semi-semplici del CARTAN sono le 
algebre semi-semplici, nel corpo degli ordinari numeri complessi, dotate di modulo, 
cioè diverse dalle zero-algebre di ordine 1. 

A questo proposito giova avvertire che nè lo WEDDERBURN, nè il DICKSON, 
che nel suo trattatello riporta i risultati dello WEDDERBURN, hanno mai rilevata 
la posizione eccezionale che le zero-algebre di ordine 1 hanno fra le algebre 
semi-semplici e semplici. 

Il FroBENIUS chiama gruppi di DEDEKIND le algebre semi-semplici del 
CARTAN. 


25 


ti a dee nn > a pri na iii «= = dle È ce 
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Un’algebra semplice è anche semi-semplice. 

Umalgebra semi.semplice non è pseudo-nulla, eccetto il caso in 
cui essa sia una zero-ulgebra di ordine 1. 

Sia, infatti, A un’algebra semi-semplice e pseudonulla. 


Se l’indice di A fosse maggiore di 2 sarebbe 
AA e AL EEO 


e A? sarebbe per A una sotto-algebra invariante propria pseudo- 
nulla, cioè A non sarebbe semi-semplice; dunque l’indice di A è 2 
ed A è una zero-algebra. 

Intanto, in una zero-algebra di ordine n > 1, i sistemi di 
ordine m, con 0< m <n, sono altrettante zero-sotto-algebre in- 
varianti proprie, dunque A non può essere che una zero-algebra 
di ordine 1. 

E una zero-algebra di ordine 1 è, veramente, semi-semplice 
(anzi semplice, al pari di ogni algebra di ordine 1, e) pseudonulia. 


$ 3. 


PRODOTTI DIRETTI (8). 


20. Siano $ e T due sistemi di un’algebra, tali che ciascun 
elemento di § sia permutabile con ciascun elemento di T e tali 
inoltre che il prodotto ST, eguale questa volta a TS, abbia per 
ordine il prodotto degli ordini di S e T. 

Allora ST si dice più propriamente il prodotto diretto di S e 
T e si suole indicare anche con S>g T. 

Naturalmente per un tal prodotto vale la proprietà commutativa. 

Siano p e q gli ordini di © e T, e sia 


S=(4,,4,, dp), T= b 05,1 309) 
Siccome Sx T è dell'ordine pq ed è d’altronde 


S< Me la be G vas dg Daa e y e Bg) 


(81) La nozione di prodotto diretto risale al CLIFFORD. Cfr. loc. cit. (9), 
pag. 27. 
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gli elementi «jb, sono indipendenti; quindi gli elementi di S>< T 
sono dati tutti, e ciascuno una volta sola, dell’espressione 


ved Less 
pù DA Xj dj bı 
j l 


al variare delle «;, in tutti i modi possibili fra i numeri del corpo 
in cui è definita l’algebra considerata. 
Posto 


1...Q 
= Zid, 


le ‘; risultano elementi di T e si ha 


1...p 1...9 1...p 
BA DI jl aj bi = D Qj tj. 
j ; j 
Quindi si può anche dire, che gli elementi di S >< T sono dati 
tutti, e ciascuno una volta sola, dall'espressione 


ded Tip 
2 a; t; = 2 tj äj, 
3 J 


al variare delle t; fra gli elementi di T. 
Analogamente essi sono dati tutti, e ciascuno una volta sola, 


dall’espressione 
ar) 1...9 
BA sı bi A bı 814 
1 I 


al variare delle s, fra gli elementi di $. 
Se i sistemi S e T sono delle algebre, tale è pure il loro pro- 
dotto diretto (che non è certo nullo). 


21. A proposito dei prodotti diretti giova tener presenti le 
osservazioni che seguono (*). 
a) Dall’esistenza del prodotto diretto S><(T'>< U) non segue 
quella del prodotto diretto (S >< T) >< U. 
Infatti, se è ad es. U=0, i prodotti diretti Tx U ed 
8S><(T> U) esistono certamente, e sono entrambi nulli, qualunque 


(32) Per qnanto mi consta non tutte le osservazioni dei ni 21 e 22 del testo 
sono state esplicitamente rilevate da altri. 
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siano S e T; e quindi anche se il prodotto diretto $S> T non 
esiste. 
Analogamente si vede che: 
b) Dall’esistenza del prodotto diretto (S>< T) >< U non segue 
quella del prodotto diretto S>(T> U). 
Però è chiaro che: 
c) Se i prodotti diretti S >< (T x< U) ed (Sx T) x U 
asistono entrambi, è 


Sx(Tx U)=(8x T)x U. 


d) Se esiste il prodotto diretto dei sistemi S e T, esiste anche 
quello di S' e T', essendo S' un qualunque sistema contenuto în S e T’ 
un qualunque sistema contenuto in T. 
Per accorgersene basta osservare che, se gli ordini di $, T, S’ 
e T’ sono rispettivamente p,q, p, 9° (p' < p,g9' <q), si possono 
sempre scegliere p elementi indipendenti di S e qg elementi indi- 
pendenti di 7, per modo che p’ di quelli stiano in S' e g’ di questi 
stiano in 7". 
Da d) si deduce: 
e) Dall’esistenza del prodotto diretto S>(T 4 U) segue quella 
dei prodotti diretti S>T ed S><U; dopo di che è chiaramente 


Sx (T+U=SxT+Sx UU. 
Invece: 
f) Dall’esistenza dei prodotti diretti S> T ed NXU non 
segue quella del prodotto diretto S >< (T + U). 
Siano infatti u e v due elementi non nulli di um’algebra per i 
quali sussistano le eguaglianze 


w=, uv = vu = 0, R 

ipotesi che, per qnanto risulterà dal seguito, sono certo compatibili. 
Siano poi a e b due elementi indipendenti (e quindi non nulli) 

del sistema 


(u, v), 


il quale è dell’ordine 2, perchè « e v, grazie alle ipotesi fatte, sono 
certo indipendenti; e suppongasi inoltre che « e d siano entrambi 
esterni al sistema (v). 
Se si pone 
S= (4), T = (a), U= (b) 


rà i AS w 


ren MAuaea et TT e _>vr————r—————rrrr_rr_——e.'—_eun‘’e.,.17.0t @—_ ere: o — (| Vv —_ 2  r_—_—_.’EPees”" ————’er vr uomo _. 
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i prodotti diretti S> T ed § x U esistono e sono entrambi eguali 
ad $, quindi è 


S(T4 U)=ST+SU=8xT+SxU=8&, 


Siccome $ è dell’ordine 1 e T --- U è dell’ordine 2, perchè coin- 


cide con (u, v), queste eguaglianze dimostrano che il prodotto diretto 
S>x(7 + U} non esiste. 


22. Le relazioni più notevoli fra due algebre B e C, dotate di 
prodotto diretto, e l’algebra A, che è uguale a questo prodotto, sono 
fornite dai teoremi che seguono, 

a) Se B e C non sono pseudonulle e gli indici di B e O sono 

r ed $, con r <s, l’indice di A è s. 

Da 

A= B x 0 = BC = 0B, 
si trae 
T= Bo 
qualunque sia l’intero positivo t. Ma, essendo B e C delle algebre, 
B' £ B, (ER 


dunque [n° 21, d)] dall’esistenza del prodotto diretto B > C discende 
quella di 5t >x< 0t e si ha 


A*= B'>< C'. 


Di qua e dalle ipotesi fatte su B e C si deduce 
At =. BHI >< OH = Bi >< 08 A, 


quindi l’indice di A è <s. 
Ma si ha pure 
ASTI = BS x Cc, 
e poi 
VEE OT 


quindi Vordine di A*, che è il prodotto degli ordini, non nulli, 
di B* e 081, supera Pordine di A’, che è il prodotto degli or- 
dini, non nulli, di B® e C°. 

Si conclude che è 

AS1> AR 

e che l'indice di A è s. 

Ragionando in modo analogo si vede subito che: 

b) Se una almeno delte algebre B e C è pseudonulla, tale è an- 

che A; e l'indice di A è quello, per es., di B, se soltanto B è pseu- 
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donulla, è il minore degli indici di B e C, se B e C sono entrambe 
pseudonulle. 

Segue che: 

Se A è di indice 1, lo stesso sta per B e 0. 

c) Se B, è una sotto-algebra propria di B, B, >< O è una sotto 
algebra propria di A. 

Infatti il prodotto diretto B, > C esiste |n? 21, d], ed è un’al- 
gebra il cui ordine è il prodotto degli ordini di B, e 0, e quindi 
è inferiore all’ordine di A. 

d) Se B, è una sotto algebra invariante di B, B,><C è una 
sotto-algebra invariante di A. 
Infatti da 
A= BOU = CB, 


BiB& na “DE, 22h; 
segue 
B, C-A = B, CB0 = B, BO? < B, 0, 


A-B, © = CBB, C< 0B,C = B, @ < B, €. 


Da c) e d), notando che in esse può essere scambiato Pufficio 
di B e C, si deduce che: 
e) Se A è semplice, tali sono pure B e 0. 
Da d) e b) segue ché: 
f) Se A è semi-semplice, tali sono pure B e C. 


$ 4. 


MODULI, NULLIFICI, AUTOMODULI, CARATTERISTICHE, NULLITÀ. 


23. Siano x ed y elementi di un’algebra A. 

I) Se vy = y, si dice che w è per y un modulo sinistro ; 
II) Se yx = y, « è per y un modulo destro ; 
III) Se ay = ya = y, æ è per y un modulo (senz'altro); 
IV) Se xy = 0, si dice che x è per y un nullifico sinistro ; 
V) Se ye = 0, x è per y un nullifico destro ; 
VI) Se xy = yx = 0, x è per y un nellifico (senz’altro) (39). 


(33) Per esprimere i fatti I), ..., VI) B. PEIRCE [loc. cit. 19), pag. 104] dice che y 
è rispetto ad x idemfaciend, idemfacient, idemfactor, nilfaciend, nilfacient o, rispettiva- 
mente, nilfactor. Ed è questa la nomenclatura adottata dagli anglo-sassoni; vedi per 
es. H. E. HAWKES, On hypercomplex number systems [Transactions of the American 
Mathematical Society, vol. III (1902), pp. 312-330], pag. 313; H. TABER, loc. cit, 
3), pag. 512. Ragioni linguistiche ci hanno impedito di seguirla; e per comporre 
quella del testo ci siamo valsi di denominazioni che già erano in uso presso di noi. 
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Se per un elemento x la proprietà I), II), ..., V) o VI) sussiste 
rispetto a ciascun elemento di A, e se inoltre, quando si tratti della 
proprietà IV), V) o VI) è x + 0, l'elemento æ si dirà, rispettivamente 
un modulo sinistro, un modulo destro,..., un nullifico destro o un 
nullifico per A o di A. 

Un automodulo (34) di A è un elemento œ per il quale sia nel 
tempo stesso 


a+ 0 e fr 


dopo di che è, a dirittara, 


24. Gli elementi di A per cui un suo elemento assegnato è mo- 
dulo sinistro (destro) costituiscono un sistema che o è nullo, o è una 
sotto-algebra semi-invariunte sinistra (destra) di A. 

Sia æ un elemento di A ed § l'insieme degli elementi per cui 
x è, ad es., modulo sinistro. 

È chiaro intanto che S è un sistema. Poi, se y è in Se z è in 
A, da 


si trae 
£y: g = X Y = Yz ; 


quindi anche yz è in $, ed è 
SA ZAS. 


Questa relazione, se è S + 0, basta per concludere che S è una 
sotto-algebra semi-invariante sinistra di A, 


(34) B. PEIRCE [loc. oit, 49), pag. 104] dice idempotent ogni elemento x per 
il quale sussista un’egnaglianza del tipo x” =x (m intero positivo). Ma avverte 
anohe cho, ovo manchino esplicite dichiarazioni in contrario, quand’egli afferma, 
che un elemento x è idempotent, è da intendere che sia x? =x. È in questo senso 
più stretto ohe la denominazione viene adoperata dagli autori anglo-sassoni po- 
steriori; e fra questi non tutti pongono esplicitamente la condizione limitativa 
x +0, sebbene, a cominciare dal Pxrirck, tule condizione sia molto spesso evi- 
deutemente sottintesa. 

La denominazione del testo risponde meglio all’indole della nostra lingua 
ed è anche più espressiva. 


o 
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L’intersezione dei due sistemi formati dagli elementi per cui æ 
è, rispettivamente, modulo sinistro o destro è l’insieme degli ele- 
menti per cui x è modulo; dunque: 

Gli elementi di A per cui un suo elemento assegnato è modulo 
costituiscono un sistema che o è nullo o è una sotto-algebra di A. 


25. Procedendo come or ora si dimostra subito che: 

Gli elementi di A per cui un suo elemento assegnato è nullifico 
sinistro (destro) costituiscono un sistema che o è nullo o è una sotto 
algebra semi-invariante sinistra (destra) dì A; 

e che: 

Gli elementi di A per cui un suo elemento assegnato è nullifico 


4 x 


costituiscono un sistema che o è nullo o è una sotto-algebra di A. 
26. Se Valgebra A ammette dei nullifici, questi, insieme con lo 
zero, costituiscono una zero-algebra invariante în A. 


Infatti se B è l’insieme dello zero e dei nullifici di A, è chiaro 
intanto che B è un sistema (diverso da zero). Poi si ha: 


B®=0, BA=0<B, AB=0<B, 


dunque ecc. 

Segue che: 

Un’algebra semi-semplice, che non sia una zero-algebra di ordine 
1, non ammette nullifici. 


27. Gli ordini dei sistemi «A e Ax, ciascun dei quali o è zero 
o è una sotto-algebra semi-invariante di A (n° 16), si diranno carat- 
teristiche di w, sinistra e destra, rispettivamente. 

Se l’ordine di A è » e se le caratteristiche di æ, sinistra e de- 
stra, sono cz e cg , per modo che sarà 


AA im; (EE 
le differenze, positive o nulle, 
up=m 0}, ng = n — eh, 
sì diranno le nullità di x, sinistra e destra, rispettivamente. 


La nullità sinistra (destra) di x è l’ordine del sistema costituito 
dagli elementi per cui x è nullifico sinistro (destro). 
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Infatti si dica, ad es., v l'ordine del sistema N costituito dagli 


x 


elementi per cui x è nullifico sinistro, e siano y,;..3% v elementi 
indipendenti di N. 
Se 


Yi 303%; Yvi y eey Yn 
sono n elementi indipendenti di A è 
VA = (AY, 3 ee 3 VYy y Yva y e y VYn) = (LYH y 000 3 LYn) 


Ora suppongasi che, indicando cou le 4 dei numeri del corpo 
in cui è definita A, sia 


Ày41 XY y+41 + a i EA 


Zyti Yv+ı + sea + Àn Yn 


Sarà 


un elemento di N, e quindi esistono dei convenienti numeri 4, ; ... 34, 
per cui è: 


Arga Yor +e 4 An Yn = h YU be +4 


Di qua, per Pindipendenza degli elementi y, segue che sono 
nulle tutte le Z, dunque gli elementi 


TY +1 gereg Yn 


sono indipendenti e l’ordine di xA è n — v. 
Si conclude che è 
CAE 
ossia, come volevasi, 
v = Ù — Cr = igp. 


28. Avvertasi che: 

Un elemento non nullo di A è un divisore dello zero quando e 
solo quando una almeno delle sue caratteristiche è inferiore ad n, 0, 
ciò che è lo stesso, una almeno delle sue nullità è positiva ; 

e che: 

I nullifici sinistri (destri) di A sono gli elementi non nulli a ca- 
ratteristica sinistra (destra) equale a zero, ossia a nullità sinistra 
(destra) eguale ad n. 

Di queste due osservazioni la prima può enunciarsi anche nel 
seguente modo : 
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Se x è un elemento di A, perchè esista in A uno ed un solo ele- 
mento 2 tale che risulti 


cea = y (oppure zæ = y) 


essendo y un elemento di A comunque assegnato, occorre e basta che 
la caratteristica sinistra (destra) di x sia n. In tal caso z si dice il 
quoziente della divisione sinistra (destra) di y per æ. 


29, Se l’algebra A ammette una sobto-algebra semi-invariante 
propria sinistra (destra) B, ed è è un qualunque elemento di B ha 
da essere 

DAZBLA (oppure Ab < B < A), 


quindi b o è nullo o è un divisore sinistro (destro) dello zero. Si 
ha pertanto che: 

Ciascun elemento non nullo di una sotto-algebra semi-invariante 
propria sinistra (destra) di un’algebra è per questa un divisore sinistro 
(destro) dello zero. 


30. Se le caratteristiche e le nullità sinistre dei due elementi x 
ed y di A sono Cy., Cy, ny: ny e la caratteristica e la nullità sinistre 
del prodotto xy sono Coy ed nyy si ha: 


d _ f LÌ y . LI 
Coy <= 003 Uny 0%, lov On F y — n 


LN A i i Ù ' 5 
niy 2 Niy SU Ney + ny (0) 
Si ha 
æy. A= v yA, 


quindi Pordine di xy - A non supera Pordine di yA, ossia è: 


i z ' 
Cay > Cy.» 


(85) Questa proposizione (vedi più avanti n° 79 di questa Parte I) genera- 
lizza teoremi ben noti del SyLvesrer sulla caratteristica e la nullità del pro- 
dotto di due matrici. 

Dimostrerò altrove qualche altro ‘utile teorema sulle caratteristiche e le 
nullità degli elementi di nn'algebra, che generalizzano osservazioni dovute al 
WEYR e al FROBENIUS. Vedi E. Wrvr, Zur Theorie der bilinearen Formen [Monats- 
hefte für Mathematik and Physik, I Jahrgang (1890), pp. 163-236], o G. FROBE- 
NIUS, Uber den Rang einer Matrix [Sibzungaberichte der Königlich Preussischen 
Akademie der Wisseusohaften (1911) I, pp. 20-29, II, pp. 128-129]. 
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Poi è 
æy. A=a.-yAZEA, 


dunque l’ordine di xy. A non supera quello di x A; ossia è 


Coy < Ca . 
Dopo ciò, essendo 


May = — ly, Ng = n — 02, Ny =n — 0y, 


si ha pure 
tl Ezgt 0 ay = Bj 


Suppongasi ora che nel sistema yA, di ordine cy, esistano v, 
e non più, elementi indipendenti per cui x sia un nullifico sinistro, 

Per un ragionamento analogo a quello sviluppato nel n° 27, 
l'ordine di xy A sarà cy — v; dunque 


n — ney = 0y — Y; 
ossia 


nay = Ny +” 
Ma è v < np, dunque 


Nay S Na F ny; 
da cui si trae 
Coy = Cs F 0y — m 


Dalle disuguaglianze dimostrate segue subito che : 

Se la caratteristica sinistra di uno dei due elementi x cd y è 
uguale ad n, la caratteristica sinistra di xy è eguale a quella dell’altro. 

Occorre appena avvertire che le proposizioni di questo n° re- 
stano valide se invece di considerare in esse caratteristiche e nul- 
lità sinistre si considerano caratteristiche e nullità destre, 


31. Perchè Valgebra A ammetta un modulo sinistro (destro) oc- 
corre e basta che esista in A un elemento con la caratteristica sini- 
stra (destra) eguale ad n. 

Che la condizione sia necessaria è ben chiaro, perchè se, ad 
es., x è per A un modulo sinistro, si ha vA = A ed u ha la carat- 
teristica sinistra n. 


-——+; 
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Suppongasi inversamente che a sia un elemento di A con la 
caratteristica sinistra n, Esisterà (n° 28) uno (ed un solo) elemento « 
di A per cui sia 


au=ad. 
Di qua, detto æ un elemento qualunque di A, risulta 


A UA LX 
quindi. (n° 28) 
“glad; 


il che significa appunto che u è per A un modulo sinistro. 


32. Se per A esistono moduli sinistri (destri) distinti, per A 
esistono pure dei nullifici sinistri (destri). 

Infatti se u’ ed « sono, ad es., moduli sinistri distinti di A 
ed x è un elemento qualunque di A, da 


uo = VG 


segue 
(u — w’) æ = 0, 


e quindi w’ — u”, che non è zero, è un nullifico sinistro di A. 


33. Se A possiede un modulo sinistro, u, e un modulo destro, 
v è u=% 
Infatti è 
uv=0, Uv =t, 
e quindi 


Da ciò discende che A ammette un solo modulo sinistro e un 
solo modulo destro e che i due coincidono in un modulo (unico) di A. 

Cosicchè : 

Un'algebra o è priva di modulo o ne possiede uno ed uno solo. 

A questo proposito si osservi che: 

Perchè un’algebra sia dotata di modulo occorre e basta che esi- 
stano in essa due elementi, distinti o no, aventi Vuno la caratteristica 
sinistra e Valtro la caratteristica destra eguale all’ordine dell'algebra. 

Notisi pure che: 

Se umwalgebra è il prodotto diretto di due altre dotate di modulo, 
il prodotto dei moduli di queste è il modulo di quella. 
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34. L’algebra A sia dotata di modulo e questo sia u; poi sia x un 
elemento di A con la caratteristica sinistra eguale all’ordine n di A. 
Esiste un elemento z ed un solo per cui è 


xe = U, 
Ma di qua si trae 


x ZE = LZ- V= Ut ZAL-U 
e per conseguenza è pure 
(12) zou, 
Dalla (12) risulta poi, qualunque sia y in A, 


Y = YU = y : zx = YZ- x; 
dunque 
A= AT, 


e la caratteristica destra di x è pure eguale ad n. 

Si ha così il notevole teorema: 

In uwalgebra dotata di modulo le caratteristiche, sinistra e destra, 
di un elemento sono entrambe eguali o entrambe inferiori all’ordine 
dell'algebra; ossia le nullità, sinistra e destra, sono entrambe nulle 
o entrambe positive. 

Cosicchò in una tale algebra ciascun eventuale divisore dello 
zero è, nel tempo stesso, divisore sinistro e divisore destro dello zero. 

Sia y un divisore dello zero dell’algebra A. 

Allora è impossibile che esista un elemento z’ per cui sia 


ye = u (oppure zy = u). 


Infatti, essendo y un divisore dello zero (sinistro e destro), 
esiste un elemento tÆ 0, per cui è 


e quindi, se esistesse un elemento 2” per cui fosse y2” = u sarebbe 


aeip=itogd =ipotk =), 


mentre è t + 0. 
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Tn un’algebra dotata di mudulo un elemento si dice inverso di 
un altro, se il prodotto di questo per quello è uguale al modulo. 

In virtù di quanto è stato detto un elemento ammette inverso 
quando e solo quando non è nè zero, nè un divisore dello zero; e 
in tal caso l'inverso è unico. 

Si noti poi che se 2 è inverso di x, viceversa x è l’inverso di 2. 

Per esprimere che z è l’inverso di v, si scrive 


ae 


35. Gli elementi di A per cui x è modulo sinistro stanno tutti 
nel sistema vA, perchè se y è un tale elemento si ha 


y = æy 


e quindi y è contenuto in xA. 
Quand'è che quegli elementi esauriscono il sistema x A? 
Perchè ciò accada occorre, evidentemente, e basta che « sia 
modulo sinistro per ogni prodotto del tipo vz, con z in A, cioè 


che sia 
RAME, 


con z comunque scelto in A. 

Si ha pertanto che: 

Il sistema xA è Vinsieme degli elementi per cui x è modulo si- 
nistro quando, e solo quando, x? —x o è nullo o è un nullifico 
sinistro. 

Per il sistema Ax vale una proposizione perfettamente analoga. 

Se x è un automodulo si ha 


x — r= l, 


e i sistemi vA e Ax sono certo non nulli perchè contengono 
æ. y = v, dunque: 
Se a è un automodulo, le algebre xA. e Ax sono le sotto-algebre 
degli clementi per cui x è, rispettivamente, modulo sinistro o destro, 
36. Il sistema degli elementi, per cui x è modulo, è contenuto in 
xA, Ax, e cAa. 


I Caienna 
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Le prime due affermazioni sono ormai evidenti; l’ultima segue 
dall’osservare che, se y è un elemento per cui x è modulo, è 


y = xyr 


e quindi y è in vAx. 
Se x è un automodulo, un elemento di xvAx, cioè del tipo «22, 
con z in A, ha per modulo x, perchè da x° = segue 


T UZL = VIL © WIE LX = KZL $ 


inoltre x Ax, contenendo x, è certo non nnllo, dunque: 

Nel caso che x sia un antomodulo, Viutersezione delle algebre 
cA e Ax è Valgebra xAx e questa è Valgebra degli elementi aventi 
æ per modulo, o la più ampia sotto-algebra di A avente per modulo x. 


§ 5. 


GRADO, RANGO, EQUAZIONE MINIMA DI UN ELEMENTO 
O DI UN’ALGEBRA. 


37. Sia x un elemento di un’algebra A, di ordine n, nel corpo T. 
Fra le potenze di x 


Ly Wy 13,... 


n al più sono indipendenti, quindi il sistema A di A che esse de- 
terminano, cioè il sistema d’ordine minimo che le contiene ha un 
ordine g per cui è 

0<=zg<u. 


Il numero g si dirà grado (38) dell'elemento x, ed esso è zero 
quando, e solo quando, x = 0. 

Se è g> 0, fra le potenze di x ne esistono g indipendenti. 

Ma se 


(13) LI a ca 


(8) Di grado di nn elemento, tra gli antori che ho potuto consultare, parla 
soltanto, in senso equivalente a quello del testo, H. E. HAwkxs [loo. cit. (33), 
pag. 321], il quale per altro non ne parla che per il caso degli elementi 
pseudonulli. 
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sono indipendenti, mentre 
9 
SEI 


sono dipendenti, non solo x", ma anche gti, x*#?,... risultano com- 
binazioni lineari delle potenze (13), dunque g potenze indipendenti 
di x sono 


2 
ddl con EEb 
Aggiungasi che in questo caso il sistema X, cioè il sistema 
2 
(Ey D perg 0) 


è evidentemente un’algebra. 
Si dirà algebra potenziale (3) generata da g. 
Come è chiaro: 
Ogni algebra potenziale è un'algebra commutativa. 


38. Se l’algebra A è dotata di modulo, ciascuno dei sistemi 
xA e Ax contiene tutte le potenze di x; quindi: 

ln un’algebra dotata di modulo le caratteristiche, sinistra e de- 
stra, di un elemento sono entrambe non inferiori al suo grado. 

Se l’algebra A è invece priva di modulo, ciascuno dei sistemi 
zA e Ax contiene certo le potenze di x con esponente superiore a 
1, ma non è detto che contenga x; dunque: 

In un'algebra priva di modulo le caratteristiche, sinistra e destra, 
di un elemento, sono non inferiori al grado diminuito di 1. 


39. Si supponga che A sia dotata di modulo e si indichi que- 
sto con u. x 
Se x è un qualunque elemento di A, e o è il minimo intero 


positivo per cui accade che sia 


(14) xe La, 00-14... F ao XF agu=0, 
con le x in T, si dirà che ọ è il rango di v. 


Come è chiaro: 
Nella (14) è numeri a, 0%...) % sono univocamente determinati. 


(87) Denominazione dovuta a B, PEIRCE [loe. cit, (49), pag. 108]. 
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Avvertasi inoltre che: 
Se g è il grado di x sì ha 


e =g oppure o=9+1. 


Suppongasi infatti che nella (14) sia a, + 0. 
In tal caso si ha, moltiplicando per v, 


weti L a xe- a t+aga=0; 
nè può essere 


o + p, ani F a + f,-10=0, 


con le f in ed r<---1, perchè altrimenti o sarebbe r = 0 e 
nella (14) si avrebbe non già «, + 0, ma ag = 0, o sarebbe r< o 
e il rango di x dovrebbe essere non o ma un intero < r. 

Si conclude che nel caso attuale le potenze di x 


CE E nio 
sono indipendenti, mentre tutte le altre dipendono da esse, e quin- 
di è 
g =p: 


Suppongasi invece che nella (14) sia a, = 0. 
Allora è 
eta, TE e + ag_10=0, 
nè può essere 


a+ Bj 0-14. + Bra =0, 


con le f in J'ed r<o, perchè altrimenti non sarebbe ọ il rango 
di a; quindi è 


g=ọ— 1 ossia e=g+.1. 
40. Quando æ = 0 e ọ >. 1, cioò x + 0, la (14) può scriversi 


æ [gemt e F doi w] = 0, 


ed in questa è 


a E E, E 0; 


quindi x è un divisore dello zero (sinistro e destro, una volta che 
A è dotata di modulo). 


26 
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Viceversa, suppongasi che x sia un divisore dello zero. 
Esisterà un elemento y di A diverso da zero per cui sarà 


P= Up 
quindi sarà pure 


[boe + Pie +... H Praa w) y = 0, 
qualunque siano l’intero positivo r e i numeri f di T. 

Ciò significa che ciascun elemento non nullo dell’algebra po- 
tenziale generata da « è in questo caso un divisore dello zero; e 
quindi nella (14) ha da essere & = 0, perchè altrimenti il modulo 
di A sarebbe contenuto in codesta algebra potenziale e sarebbe un 
divisore dello zero. 

Segue che: 

È 0=9, oppure o=g9 +1, secondo che x non è, od è, lo zero 
o un divisore dello zero. 


41. Un elemento di A del tipo 
(15) age + a, e H n + Ana E 
con le a in T, se A non è dotata di modulo, o del tipo 
(16) Qo 8e A- aa +... + apt + an 


se A è dotata di modulo e questo è u, si dice una funzione razionale 
intera di x. 
Se È è una variabile, e i polinomi 


o gh + ci Eh | + Xh-1 È 
ao P + a, ENI 4... ana È + An 


si indicano rispettivamente con wy(¢) e y(é) le espressioni (15) e 
(16) si indicheranno brevemente con 


y(x) e yw). 


L’insieme delle funzioni razionali intere di x è un sistema di 
A. che, se non è nullo, è un’algebra. 

Se A è priva di modulo, l'ordine di questo sistema è il grado 
g di x, e seg>0, ossia v + 0, il sistema coincide con algebra 
potenziale generata da w. 
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Se A è dotata di modulo, l’ordine del sistema è il rango @ di 
æ, e il sistema coincide con l’algebra potenziale generata da « 
quando, e solo quando, x non è nè zero, nè un divisore dello zero. 

Se fi (8), «.. ,/r (E) sono polinomi nella variabile É coi coefficienti 
in T, e fra di essi sussiste una relazione identica del tipo 


FIS (Eh e a Aa (©) = 0, 


con F funzione razionale intera degli argomenti /, s... 3 Jy, coi coef- 
ficienti in I, sarà pure 


PS (0) eh (2)] = 0, 


dove naturalmente si suppone che se A è priva di modulo i poli- 
nomi fı (È), Jr ($), F siano privi di termine noto. 


42. Se g è il grado di x, esistono in I dei numeri f,,..39, 
univocamente determinati, per i quali è 


It14 Bd +... +fge=0; 


e quindi, se si pone 


g (6) = 6041 + B, 694... f58, 


si ha 
p (x) = 0. 


Ciò posto, sussiste il teorema : 
Se P(x) è una funzione razionale intera di æ per cui sia 


® (æ) = 0, 


p (E) divide P (È) o EP (E), secondo che P(E) è priva o no di termine 
noto. 

Si indichi con g(é) ed r(é) il quoziente e il resto della 
divisione per o (¢) di ® ($), o di ED (È), secondo che D(£) è priva o 
no di termine noto. 

Sarà 


oppure 
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e in ogni caso r (¢) sarà privo di termine noto e, se non è nullo, di 
grado inferiore a g + 1. 
Ora è 
Da) =p (2)=0, 


dunque è pure, in ogni caso, 


e questo esige che il polinomio 7(É) sia a coefficienti tutti nulli. 
Si conclude, come volevasi, che, a seconda del caso, ® (£) o 
ED (È) è divisibile per g (£). 


43. Nel teorema precedente il caso che  (£) sia dotata di ter- 
mine noto non può presentarsi, se non quando l’algebra A sia do- 
tata di modulo. 

Poniamoci iu questa ipotesi e supponiamo che x sia di rango g. 

Esisteranno in /' dei numeri univocamente determinati œj; ..., &0, 
per i quali sarà 


ar sal alone A 


dove « è, al solito, il modulo di A; cioè, posto 


S(E) = + a, +... +00, 
sarà 
Fò 


Ebbene si dimostra subito, come più sopra, che: 
Se D(x) è una funzione intera di x per cui sia 


D (æ) = 0, 
il polinomio (E) è divisibile per il polinomio f(E). 


44. Se l’algebra A non è dotata di modulo si dirà equazione 
minima dell’elemento æ l’equazione 


p (¢) = 0; 


se invece A è dotata di modulo si dirà equazione minima di v 
l’equazione 


J($)= 0. 
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Quindi : 
Qualunque sia Valgebra A e qualunque sia il suo elemento æ, se 
per una funzione razionale intera di x, P(x), si ha 


PD (a) = 0, 


il polinomio D(E) è divisibile per il primo membro dell’equazione 
minima di x. 


45. Grado dell’algebra A è il grado (non superiore all’ordine 
di A) degli elementi di A di grado massimo. 

Se il grado e Vordine di A sono eguali, A è un’algebra poten- 
ziale ; e inversamente. 

Nel caso che A sia dotata di modulo, il rango di A è il rango 
degli elementi di A di rango massimo. 

Se il corpo numerico IT in cui è definita A è infinito, e A è 
dotata di modulo, il rango e il grado di A coincidono. 

Infatti se u è il modulo dell’algebra ed x è un suo elemento 
a rango massimo, è tale anche ciascun elemento della forma 


y =x — QU 


con « numero del corpo T. Ora il termine noto nell’equazione 
minima di y è il valore per éÉ=«x del primo membro f(#) dell’e- 
quazione minima di x, quindi, I’ essendo infinito, è sempre pos- 
sibile scegliere x per modo che quel termine risulti non nullo. 
Dopo di che il grado e il rango di y, che sono coincidenti, dànno 
col loro valor comune il grado e il rango dell’algebra. 

Equazione minima di umwalgebra è l'equazione minima del suo 
elemento corrente (38). 


(38) Ciò che qui, seguendo il Morien [loc. cit. (24)], vien detto rango di 
un’algebra, dotata di modulo, dallo ScHeFrERS è chiamato grado. Vedi G. SCHEF- 
FERS, Zurickfihrung complexer Zahlensysteme auf typische Formen [Mathematische 
Annalen, Bd. 39 (1891), pp. 293-390]. 

Quella che noi chiamiamo equazione minima di un’algebra è la identical 
equation dello WEDDERBURN [loc. cit. (7)]; e, per il caso delle algebre definite 
nel corpo degli ordinari numeri complessi e dotate di modulo, è la Ranggleichung 
del MoLIEN [loo. cit. (24)], o charakteristische Gleichung dello ScnREFFERS (loc. or 
ora citato). 

Quella che noi diciamo equazione minima di un elemento è, per il caso 
delle matrici, l'equazione ridotta del FrosenNIUS [loc, cit. (€), I, $ 3] o la Grund- 
gleichung del WkvR [loo. cit. (35)]. 

La denominazione di equazione minima, che ci è parsa la più espressiva, 
è dovuta al Rosati [loo. cit. (13)]. 
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$ 6. 
ALOUNE OSSERVAZIONI SULLE ALGEBRE PRIMITIVE. 


46. Un’algebra primitiva non ammette divisori dello zero, 
dunque: 

In um’algebra primitiva ogni elemento non nullo ha entrambe le 
caratteristiche eguali all'ordine del’algebra, e ciascun elemento non 
nullo ha il rango eguale al grado. 

Inoltre : 

Un’algebra primitiva è necessariamente dotata di modulo e non 
possiede sotto-algebre semi-invarianti proprie. 

In particolare : 

Uw'algebra primitiva è necessariamente semplice. 

Se x è un divisore dello zero, poniamo, sinistro di un’algebra 
A, 0è eA==0 o è «A una sotta-algebra semi-invariante sinistra 
propria di A; quindi; 

Se un’algebra è priva di sotto-algebre semi-invarianti proprie e 
non è primitiva, ogni suo divisore sinistro (destro) dello zero è un 
suo nullifico sinistro (destro). 

Questa proposizione sarà precisata più innanzi. 

Avvertasi infine che: 

Un’algebra primitiva commutativa può esser riguardata come un 
corpo numerico. 


47. Se umn’algebra A, dotata di modulo, ammette una sotto algebra 
B, primitiva e con lo stesso suo modulo, Vordine di B è un divisore 
dell'ordine di A. 

Siano n ed m gli ordini di A e B, é si supponga n > m, poichè 
altrimenti il teorema sarebbe evidente. 

Giacchè B è primitiva, ogni suo elemento non nullo è dotato 
di inverso, in B; ma il modulo di B coincide con quello di A, dun- 
que (n° 34) ogni elemento non nullo di B è dotato di inverso anche 
in A — i due inversi coincidendo —, e le sue caratteristiche, sini- 
stra e destra, (in B sono entrambe eguali ad m, e) in A sono en- 
trambe eguali ad n. 

Sia ora x un elemento di A non appartenente a B, e quindi 
non nullo. 


peg vere —_ —_  —_o ve.’ vo 00 GET 9 bad ded —_L cu an - — - - - -m~a a - 
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Il sistema «B sarà del’ordine m, giacchè altrimenti esisterebbe 
in B qualche elemento non nullo a caratteristica destra, in A, infe- 
riore ad n; e sarà pure BnxB=0, perchè se fosse 


D == bd, 
con b e b' in B e non nulli, sarebbe 
æ = b bL , 


cioè x sarebbe, contro l'ipotesi, un elemento di B. 
Ne risulta che il sistema 


S= B+B 


è dell’ordine 2m. 

Ora o è n= 2m, cioè S= 4, e il teorema è dimostrato; o è 
n2>2m ed esiste in A un elemento y non appartenente ad § e 
quindi non nullo. 

Il sistema yB sarà dell’ordine m e non avrà elementi non nulli 
comuni con S per una ragione analoga a quella addotta più sopra, 
dunque il sistema 


B+ «B + yB 


ha Vordine 3m. 

Ora o è n= 3m e il teorema è dimostrato, o è n > 3m e si 
proseguirà a ragionare come nei casi precedenti. Siccome il proce- 
dimento non può essere illimitatamente proseguito, si finirà sempre 
per imbattersi in un multiplo di m che è eguale ad n. 


48. Una sotto-algebra di un’algebra primitiva è necessariamente 
primitiva ed ha per modulo il modulo dell’algebra ; perchè altrimenti 
questa, come si vede subito, ammetterebbe nella differenza dei due 
moduli un divisore dello zero; dunque : 

L'ordine di umwalgebra primitiva è divisibile per quello di ogni 
sua sotto-algebra (39). 


(39) O. C. HazLErT, On the theory of associative division algebras [Transactions 
of the American Mathematical Society, vol. 18 (1917), pp. 167-176], pag. 172, 
n° 5. Il teorema del n° 47 non è stato, per quanto io sappia, rilevato da altri. 
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Intanto ogni algebra ha una sotto-algebra nell’algebra generata 
dalle funzioni razionali intere di un suo elemento (non nullo, se 
l’algebra è priva di modulo), quindi: 

L'ordine di umn’algebra primitiva è divisibile per il rango dell’al- 
gebra e per il rango di un suo elemento qualunque. 

In particolare : 

Un’algebra primitiva il cui ordine sia un numero primo è uwal- 
gebra potenziale. 

Infatti ogui elemento di una tale algebra, che non appartenga 
al sistema d’ordine 1 generato dal modulo, ha il rango eguale (al 
grado, e) all’ordine dell’algebra. 


49. Se um’algebra è primitiva, Vequazione minima di un suo ele- 
mento qualunque è irriducibile nel corpo numerico in cui Valgebra è 
definita. 

Sia x l'elemento considerato ed 


(17) O= 
la corrispondente equazione minima, 

Se fosse f(é) riducibile nel corpo di cui parla il teorema e si 
avesse 
con f, ($) ed 7, (£) polinomi (di gradi non nulli) aventi per coefficienti 
numeri del detto corpo, sarebbe 


0 = f (x) = fı (2) fa (2) 


nè potrebbe essere 


Ji) = 0 o fa (€) = 0, 
perchè altrimenti l’equazione minima di x non sarebbe la (17); quin- 
di f, (x) ed f (x) sarebbero due divisori dello zero e l’algebra consi- 
derata non sarebbe primitiva. 


$ 7. 
ELEMENTI PSEUDONULLI ED ELEMENTI ECCEZIONALI. 


50. Un elemento di un’algebra si dice pseudonullo (4°), se non è 
nullo ma è tale qualche sua potenza. 


(49) Denominazione dovuta al CARTAN [loc. cit. (5)]. Un elemento pseudonullo 
è detto dagli anglo-sassoni nilpotent, sull'esempio di B. PEIRCE; dal FROBENIUS 
è detto una radice dello zero (Wurzel der Null). 
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Se x è pseudonullo e æ” (r => 2) è la potenza di x con esponente 
minimo per cui è 
e = 0, 
le potenze di x 
n m2 mil 
(18) or 
sono tutte diverse da zero, ma le successive sono tutte nulle. Inoltre: 


Le potenze (18) sono a dirittura indipendenti (4). 
E infatti, sia se è possibile, 


19) ento 


con le Z numeri non tutti nulli del corpo in cui è definita Valgebra 
contenente x, 

Poichè nessuna delle potenze (18) è nulla, le 7 non nulle saran- 
no almeno due, e quiudi esisterà un intero s per eni sarà 0O<s<r—1 e 


Dopo ciò la (19) moltiplicata membro a membro per x°-1-* dà 
ls gm1 = 0; 
dunque, essendo 4, + 0, sarebbe 
A =D, 


Ma questo è assurdo; dunque ece. 
Dalle osservazioni fatte segue che: 
L’intero r — 1 è il grado dell’elemento pseudonullo x. 


51. È chiaro che: 

Se x è un elemento pseudonullo di grado r —1 e t è un intero 
positivo inferiore ad r, a! è pseudonullo, e se il suo grado è s— 1, 
s è il minimo intero positivo per cui risulti ts= +. 

In particolare x*7! è pseudonullo e del grado 1; quindi; 

Se un’algebra possiede elementi pseudonulli, fra questi ve n'è certo 
di quelli che siano del grado 1. 


(4!) Osservazione di B. PEIRCE [loo. cit. (19), pag. 114]. 
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Un nullifico, sinistro o destro, è un elemento pseudonullo di 
grado 1. 

Ogni elemento pseudonullo è un divisore, sinistro e destro, dello 
zero, e quindi in un’algebra dotata di modulo il rango di un ele- 
mento pseudonullo è il suo grado aumentato di 1. 


` 


52. Se il prodotto wy è nullo o pseudonullo, tale è pure il pro- 
dotto yx; e è loro gradi non possono differire che di una unità. 
Sia r — 1 (r=1) il grado di xy, per modo che risulta 


(ay) = 0. 
Essendo 
(yay T = y - (ay) <a, 
sarà 
(yay t = 0; 


quindi yx è nullo o pseudonullo; e se il suo grado è s — 1, sarà 
s<r+1. 
Alio stesso modo si prova che è 


ræsti, cioè s=r— I, 
dunque 
r_-1<s<r<{], 


e i gradi di xy e yx o coincidono o differiscono di 1. 
In particolare : 
Se xy = 0, yx è nullo o pseudonullo di grado 1. 


53. Se gli elementi non nulli di un’algebra sono tutti pseudonulli, 
2 X, Laze z Em Sono M elementi per i quali sia 


(20) m pa r e Ù 
gli m elementi 
(21) E Vo gl Go waag 


sono indipendenti (42), 


(42) Questo bel teorema è dovuto al FROBENIUS [loe. cit. (5), II, § 4], il qna- 
le per altro si limita al caso delle algebre definite nel corpo degli ordinari nu- 
meri complessi, sebbene la sua dimostrazione, che è quella riprodotta nel testo, 
sia indipendente da tale ipotesi restrittiva. Esso generalizza una utile osserva- 
zione del CARTAN [loc. cit. (5), n° 29]. 
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Sia infatti, indicando con le a dei numeri del corpo in cui 
l’algebra è definita, 


(22) Xi ty F Ag 2y F o Vee = 0, 


e, se è possibile, non siano le œ tutte nulle. 

Allora, poichè in virtù della (20) nessuno degli elementi (21) è 
nullo, almeno due delle œ saranno diverse dallo zero, e quindi esi- 
sterà un intero l per cui sarà ULT < m e inoltre 


tj = Qg = e = U -1 = 0, ar 0, 


Dopo ciò la (22), posto 


1..'m_l 
Ly Lo see V) = V, î XI+j Pipi 042 00 Vltj = — Y, 
J 


può seriversi 


(23) w w == IY} 


e qui, essendo per ipotesi a, + 0 e x + 0, sarà pure æ + 0, cioè 
æy + 0; cosicchè anche y + 0. Poi gli elementi x ed y saranno, per 
ipotesi, entrambi pseudonulli. 

Giacchè y è pseudonullo, i prodotti di x per le potenze di y con 
esponenti abbastanza elevati sono tutti nulli; quindi, essendo ry+0, 
esiste un intero positivo m = 2, per cui è, nel tempo stesso, 


gromi 10) e TYE 
Ora la (23), moltiplicata a destra per y™—1, fornisce 


mgiTl — — 
oayTi = ay = 0, 
dunque sarebbe 


x Capa = 0, 


con x+ 0 e xy”—i +0. 

L’assurdo a cui siamo pervenuti dimostra il teorema. 

Da esso segue che se l’algebra considerata è di ordine n, i 
prodotti di # 4-1 suoi elementi qualunque sono tutti necessaria- 
mente nulli, e quindi essa è psendonulla e di indice < n + 1 (d’ac- 
cordo col n° 18). 

Viceversa è chiaro che se un’algebra è psendonulla e dell’in- 
dice r, tutti i suoi elementi non nulli sono psendonulli e ciascuno 
di un grado non superiore ad r — 1, dunque: 
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Um'algebra pseudonulla può anche definirsi come un’algebra in 
cui tutti gli elementi non nulli sono pseudonulli (43). 
Osservisi che se uwalgebra A è pseudonulla di indice r, da 


A40 e A. A= A. AT = A= O, 


segue che ogni elemento non nullo di A”! è un nullifico di A, 
ossia che: 

In un’algebra pseudonulla esiste sempre una sotto-algebra di 
nullifici (44). 


54. Un’osservazione del n° 18 può essere precisata; sussiste 
cioè il teorema (15): 

L'indice di uwalgebra pseudonulla eguaglia il suo ordine au- 
mentato di 1, quando e solo quando Valgebra è potenziale. 

Infatti se Palgebra potenziale di ordine g 


Poit, ai) 
è pseudonulla, x è pseudonullo e di grado g; quindi è 
P940, 


Pot =s 


dunque P ha Pindice g + 1. 

Inversamente se l’algebra P, definita nel corpo I) è pseudo- 
nulla, di ordine g e indice g-|- 1, ogni prodotto di g+ 1 elementi 
di P è nullo, ma esistono in P g elementi 


Gigio po 
per cui è 
%, Lg «Tg PE 0 


(43) Ed è questa appunto la definizione del Carran delle algebre pseudo- 
nulle. 

(44) Osservazione del CARTAN, il quale la dimostra, e per le algebre alle 
quali egli si limita, con ragionamento assai faticoso. La dimostrazione del testo 
è del FroBENIUS ed è stata poi ritrovata dallo WEDDERBURN. 

(45) Anche questo teorema, con la solita limitazione non necessaria, è do- 
vuto al FroBENIUS [loo. cit. (6) II, $ 4]. 


LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE ECC. 413 


Allora (n° 53) 
ig Lygya pyly- dg 


sono g elementi indipeudenti di P, e quindi ciascun elemento di P 
è della forma 
% € d- Ag %, Eo +... + ag EC.) 

con le « in T. 

Ora si considerino le espressioni di questa forma che dànno 
Lj 39,3 Ug è se ne formi il prodotto. Badando che è nullo ogni 
prodotto di g+ 1 o più elementi di P, il prodotto di quelle espres- 
sioni si riduce a un termine della forma ANI , dunque è: 


geuze T 0 
1 a ISS, Tea i) 
ossia 


EE 


Segue che y, è (pseudonullo e) del grado g, e che P è Palge- 
bra potenziale generata da x]. 


55. Se un’algebra A ammette sotto-algebre pseudonulle invarianti 
(proprie o no), fra queste ne esiste uua (ed una sola) che le contiene 
tutte (48). 

Fra le sotto-algebre in discorso sia Æ una di quelle che hanno 
l’ordine massimo. Sarà dimostrato il teorema (in particolare, sarà 
provato che di tali sotto-algebre di ordine massimo non ne esiste 
che una) se facciamo vedere che, detta F una qualunque sotto-al- 
gebra invariante pseudonulla di A, F è contenuta in E. 

Per questo, si consideri la sotto-algebra invariante di A, 
E + F (cfr. n° 16). 

Posto 

En F=Q, 


per l’invarianza di E ed F in A, si ha 
EF< E, EF<Y, FE< E, FE<F, 
ossia 
BF< G, FE='G, 
e quindi anche 
Er G PHS G, 


qualunque sia l’intero positivo r. 


(46) L'elegante dimostrazione di questo teorema esposta nel testo è dovuta 
allo WEDDERBURN [loo. cit. (7), pag. 89]. 


nia — > 
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Segue che è 
WFE? +a HF, 


(D+ FP < E+ G 4E’, 
e, in generale, 
(EFs Er 4a 4 F". 


Siccome E ed F sono pseudonulle, per r abbastanza elevato 


resta . 
(H-H FY< G; 


ma Q è zero o è un’algebra pseudonulla, dunque anche Z| F è 
pseudonulla. 
Si conclude, per la definizione di E, che è 


E+F=E; 


dunque F è, come volevasi, contenuta in Æ. 

La sotto-nlgebra E, propria o no, si dirà la sottoralgebra ecce- 
zionale (17) di A. 

Un’algebra pseudonulla ha per sotto-algebra eccezionale sè stes- 
sa; un’algebra non pseudonulla è dotata di sotto-algebra eccezionale 
quando e solo quando è inoltre non semi semplice. 


56. Un elemento non nullo dell’algebra A si dirà eccezionale (48) 
se moltiplicato, a sinistra o a destra, per un elemento qualunque 
di A dà un prodotto che riesce o nullo o psendonullo. Val quanto 
dire che x è un elemento eccezionale di A, se è x +0 e inoltre 
ciascun dei due sistemi vA e Ax o è zero o è una sotto-algebra 
pseudonulla di A; 0, più semplicemente, in base al teorema del n° 
52, se è r +0 e inoltre uno dei due sistemi rA e Ax è zero o una 
algebra pseudonulla; poichè allora anche l’altro soddisfa alla stessa 
condizione. 

Se x è eccezionale, x? = x.x è zero o pseudonullo, dunque: 

Un elemento eccezionale è necessariamente pseudonullo. 

Se l’algebra A ammette sotto-ulgebra eccezionale, ciascun ele- 
mento non nullo di questa è un elemento eccezionale di A. 

Quest’'osservazione, ceme si vedrà fra poco, è invertibile. 


(47) Per le algebre, che egli considera, il FktoBENIUS chiama radicale ciò che 
noi chiamiamo softo-algebra eccezionale. 
(48) Gli elementi eccezionali il FROBENIUS li chiama Purzelgròssen. 
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57. È chiaro che: 
I) Se x è un elemento eccezionale di A ogni elemento non nullo 
del sistema (x) è eccezionale ; 
e si vede subito che: 
TI) Se x è un elemento eccezionale e 2 è un qualunque elemento 
di A, ciascuno dei prodotti xz e zx o è uullo o è eccezionale. 
Si ha infatti 


ERRATA VA 


quindi, per ipotesi fatta su x, x2.A è zero o è un’algebra pseu- 
donulla, e xz è zero o è un elemento eccezionale. 
Allo stesso modo si ha 


A.zx = Az. < Aa, 
quindi ecc. 


TIT) Se ® è un elemento eccezionale e y, z sono elementi qua- 
lunque di A, il prodotto yxz o è nullo o appartiene alla sotto-algebra 
eccezionale E di A (49). 

Suppongasi yxz #0, per modo che yz, in virtù di II), sarà 
eccezionale. Il sistema AxA sarà diverso da zero e quindi sarà una 
sotto-algebra invariante di A (n° 16). D'altronde AxA, sempre per 
II), è um’algebra pseudonulla, dunque (n° 55) AxA è contenuta nella 
sotto.algebra eccezionale di A, e questa contiene, come volevasi, il 
prodotto yrz. 

IV) Se x,y sono elementi eccezionali di A, la somma x +y o 
è nulla o è eccezionale. 

Sia x + y +0. Essendo 


(x + y? = 2? + wyr + ye + go + ey toy 4 yey y’, 


(x + y)}, come somma di elementi ciascuno dei quali, per ITI), o è 
nullo o è contenuto nella sotto algebra eccezionale # di A, o sarà 
zero o sarà contenuto in E; quindi (x + y)? o è zero, o è eccezionale, 
Segue che x + y è intanto un elemento psendonullo, 
Ora sia z un elemento qualunque di A. Ciascuno dei prodotti 
xz e yz, per II), o è nullo o è eccezionale, dunque per il ragiona- 


(4) Se fosse già dimostrato il teorema col quale si chiude questo n° ba- 
sterebbe dire «yxz appartiene alla sotto-algebra eccezionale £ di 4». Ma a questo 
pinto non è ancora dimostrato che un’algebra con elementi eccezionali è dotata 
di sotto-algebra eccezionale. 


- — [e I tito, 
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mento fatto la somma 


xz + yz = (x + y) z 
è zero o pseudonulla, e x -} y è anche eccezionale. 

Dalle osservazioni fatte segue che l’insieme dello zero e degli 
elementi eccezionali di A, ove esistano, è la sotto-algebra eccezionale 
di A; ossia si ha il teorema: 

Un'algebra possiede elementi eccezionali quando, e solo quando, 
è dotata di sotto-algebra eccezionale; nel qual caso quegli elementi 
sono tutti e soli gli elementi non nulli di tale sotto-algebra. 


58. Ora siamo in grado di precisare la penultima proposizione 
del n° 46. ) 

Un’algebra non sia primitiva e non possegga sotto-algebre semi- 
invarianti proprie. 

In quanto non primitiva, essa conterrà dei divisori dello zero; 
poi ognuno di questi (n° 46) sarà un suo nullifico sinistro o destro, 
e quindi sarà un elemento eccezionale. 

Segue che l’algebra è dotata di sotto-algebra eccezionale; anzi, 
è addirittura pseudonulla, perchè altrimenti la sotto-algebra ecce- 
zionale sarebbe una sua sotto-algebra invariante propria. 

Ma un elemento pseudonullo è un divisore sinistro e destro 
dello zero, dunque ogni tale elemento è nel caso attuale un nullifico, 
e l’algebra è una zero-algebra. 

Intanto in una zero:algebra, di ordine => 2, ogni sistema di 
ordine positivo ma inferiore a quello dell’algebra, è una sotto-algebra 
invariante propria; dunque si conclude che l’algebra considerata è 
una zero-algebra di ordine 1. 

D'altronde un’algebra di ordine 1 è priva di sotto-algebre pro- 
prie, quindi : = 

Uwalgebra che non possegga sotto-algebre semi-invarianti proprie 
e non sia primitiva è una zero-algebra di ordine 1 (59). 


$ 8. 
ALGEBRE NON PSEUDONULLE. AUTOMODULI PRIMITIVI 


59. Un’algebra pseudonulla non può contenere automoduli, una 
volta che ogni suo elemento diverso da zero è pseudonullo; ma invece: 


(5°) Ciò dimostra che l'affermazione, con la quale lo WEDDERBURN chinde 
il n° 10 delia sua Memoria più volte citata (pag. 114), deve essere emendata. 


—itÒ  ee=stttorei ttt o E 


D n | ‘“".—--— ID ————__ a i. n» È 
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| Ogni algebra A non pseudonulla contiene almeno un automodulo (5$). 
Sia infatti x un elemento di A, certo esistente, diverso da zero 
e non pseudonullo, e si considerino i sistemi 


7 „2M1 
xd, LA, REA Ser ‘A 
Se di questi sistemi qualcuno fosse nullo, cioè se fosse ad es. 
a -1A4=0, 
sarebbe, considerando in A l’elemento s, 


ga” rar 0, 


e x sarebbe contro l’ipotesi psendonullo; dunque quei sistemi sono 
| tutti diversi da zero e sono altrettante algebre (semi-invarianti si- 
| nistre in A). 
| Ora è 


LA RCAC A =... 


e qui non è possibile che valga sempre il segno superiore, dunque 
esiste un intero positivo m per cui è 


ALA EN prH, 
Questa uguaglianza può seriversi 


m m k 
ala A E a T. 


ed æ?” è un elemento dell’algebra @2”-1 A, dunque quest’ultima con- 
tiene un elemento con la caratteristica sinistra eguale al suo ordine, 
cioè possiede un modulo sinistro. Segue che essa. e quindi anche 
A, possiede un automodulo. 
60. Se un’algebra è dotata di modulo, ogni suo eventuale auto- 
modulo diverso dal modulo è un divisore (sinistro e destro) dello zero. 


(5!) Questo teorema è di B. PEIRCE [loo. cit. (19), pag. 109], ma la dimostra- 
zione che egli ne dà non è soddisfacente. Dimostrazioni corrette dello stesso teo- 
rema o di un teorema leggermente diverso sono state date dallo Hawkes [loc. 
cit. (33)], dal TABER [loc. cit. (3)], dal FROBENIUS [loo. oit. (6), II], dallo WEDDER- 


BURN [loc. cit. (7)]. A questi è dovuto l'elegante ragionamento esposto nel testo. 
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Sia infatti « il modulo di un’algebra e «, un suo automodulo 
diverso da «. Posto 


ug = U — UU, 


si ha u + 0, e poi 
Uug = U, (U — U) = uU, — U = O, 
Ugu = (U — U), t4 = U, — U = 0, 


dunque u, è un divisore (sinistro e destro) dello zero. 
Avvertasi che, essendo inoltre 


2 2 
w = (U — U) = u — 1 = tw, 


anche u, è un automodulo; quindi: 

Se un’algebra dotata di modulo possiede un automodulo diverso 
dal modulo, la differenza del modulo e del’automodulo è ancora un 
automodulo ; i due automoduli sono permutabili e il loro prodotto è 
nullo. 

Notisi pure che in virtù di quanto è stato detto: 


Un’algebra primitiva non possiede automoduli diversi dal modulo. 


61. Se uwalgebra A possiede un solo automodulo, u,, e per un 
suo elemento x + 0 non ne esiste un altro y, sì che sia 


sy = ù, (oppure ya = uw) 


x è un elemento eccezionale (2?) 

Infatti il sistema xA (oppure Æx) o è zero, o è una sotto- 
algebra semi-invariante di A che, non contenendo per ipotesi w,, è 
priva di automoduli e quindi (n° 59) è pseudonulla. 

In particolare (efr. n° 34): 

Se un'algebra è dotata di modulo e non possiede automoduli di- 
versi dal modulo, ogni suo eventuale divisore dello zero è un elemento 


eccezionale; quindi una tale algebra, se non è primitiva, non è nep- 
pure semi-semplice. 


(52) Questa osservazione che, salvo una maggiore precisazione apportatavi 
nel testo, è dovuta allo WEDDERBURN floc. cit. (7), pag. 91] generalizza nna pro- 
posizione di B. PEIRCE. 
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62. Un automodulo «, di un’algebra A si dice primitivo (5°) se 
l’algebra 
u, Au, 


non possiede automoduli diversi da w,. 

Un’algebra A dotata di automoduli o, ciò che è lo stesso, non 
pseudonulla, ammette sempre qualche automodulo primitivo. 

Infatti sia «, un automodulo di A non primitivo e u, un auto- 
modulo diverso da «, contenuto in u, Au, . 

Per l’algebra wu, Au, , u, è il modulo e u, è un automodulo di- 
verso dal modulo; dunque u, è per essa un divisore dello zero, ed è 


Ug AU, = Ug Uj: AU, Ug = Ug Uy AU) tg < Uy Au, . 


Se anche u, non è un automodulo primitivo, si dica «3 un au- 
tomodulo di «, Au, diverso da w,. Sarà: 


Ug Alg < Ug AU, < Uj AU, è 


Poichè l’ordine di un’algebra non può mai discendere al disotto 
di 1, il procedimento ricorrente indicato deve certamente arrestarsi 
e quindi A possiede necessariamente qualche automodulo primitivo. 


$ 9 
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63. Due elementi x, y di un’algebra A si dicono congrui rispetto 
a un suo sistema © come modulo, e si scrive 


= (mod S), 


se la differenza x — y è un elemento di 5S. 

Com'è chiaro: 

La congruenza rispetto a un sistema è una relazione riflessiva, 
simmetrica e transitiva ; 
e quindi rispetto a ogni suo sistema gli elementi di un’algebra pos- 
sono distribuirsi in classi, due elementi dell’algebra risultando con- 


(53) Cfr. loo. cit. (7), pag. 91. La nozione di automodulo primitivo può farsi 
risalire a B. PEIRCE [loo. cit. (9), pp. 112-113, n° 54]. 
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grui o no rispetto al sistema secondo che appartengono alla stessa 
classe o a classi differenti. 
Da 


x=Y e e'=y' (mod $), 


segue evidentemente 


ato =y+y (mod $), 
e se x è un numero del corpo nel quale è definita Palgebra A, da 


æ= y (mod $), 


segue pure 
ax = qy (mod $). 


Cosiechè se si denota con [x] la classe rispetto al mod $ indi- 
viduata dall’elemento x, si potranno definire la classe « [x] = [x] «x, 
prodotto di a per [x] o di [x] per a, e la classe [x] + [x], somma 
delle classi [x] e [x], ponendo per definizione 


ale] = [as], 
+ E]j=le +1 
64. Si determini, come è possibile, in A un sistema 7 così che sia 
SECRET ed EaI i 


Ciascun elemento di A, essendo somma, in un modo solo, di 
un elemento di $ e un elemento di T, è congruo ad un elemento 
di T ed uno solo; dunque se si fa corrispondere a ciascuna classe 
di A, mod $, l'elemento di T che appartiene ad essa, si ottiene fra 
l'insieme di quelle classi e l’insieme T di questi elementi una cor- 
rispondenza biunivoca. Se in questa agli elementi t, e t, di 7' cor- 
rispondono le classi [t,] e [tẹ], all'elemento at, di T, dove « ha il 
significato precedente, corrisponde la classe «[t,], e all’elemento 
t + t, di T corrisponde la classe [t,]+- {ty]. 


65. Si supponga ora che S sia una sotto-algebra invariante di A. 
Sotto tule ipotesi, da 


g= y e w =y (mod 5), 
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segue pure 
ax = yy' (mod $). 


Infatti è per ipotesi 
s=y+s =y +, 
con z e 2' elementi di S; quindi è 
ax = yy + zz + yz H 22°. 


Ma 2y’, y2' e 22’, essendo © invariante in A, sono elementi di 
S, dunque è tale anche zy’ + yz’ + 22’ ed è 


ax'=YY (mod $). 


Nell'ipotesi che S sia una sotto-algebra invariante di A, può 
dunque definirsi il prodotto [x].[x'] delle due classi [x] e [1°], mod S, 
considerate in quest'ordine, ponendo per definizione 


[2]. [x] = [xx]; 


e il prodotto di classi definito a questo modo godrà evidentemente 
della proprietà associativa e delle proprietà distributive, sinistra e 
destra, rispetto alla somma. 


66. Raccogliendo le osservazioni fatte nei ni 63, 64 e 65 si ha 
l’importante teorema di MoLIEN (54): 

Se B è una sotto-algebra invariante propria di uwalgebra A e 
gli ordini di A e B sono n cd m (n > m), le classi di A mod. B 


formano un’algebra di ordine n — m, quando per esse si pongano le 


definizioni di somma e prodotto nei modi indicati più sopra. 
Quest’algebra, definita naturalmente nello stesso corpo in cui 
sono definite A e B, si dirà Valgebra complementare di B rispetto 
ad A, o anche l’algebra differenza di A e B o si denoterà con A— B. 
Avvertasi esplicitamente che non in ogni caso esiste in A una 
sotto-algebra equivalente all’algebra A — B; ma se C è un sistema 
di A per il quale si abbia 


A=B+0, Ba O= 0; 


(54) Loo. cit. (24). 
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il n° 64 indica visibilmente come basta cambiare la definizione del 
prodotto degli elementi di C per convertire C in un’algebra equi- 
valente ad A — B. 


67. Si consideri un’algebra A dotata di sotto-algebra eccezio- 
nale, Æ. 

Se E coincide con A, cioè se A è pseudonulla, non è il caso 
di parlare dell’algebra A — E. Questa invece esiste se P < A, ossia 
se A non è pseudonulla. 

.A tale proposito sussiste l’importante teorema: 

L’algebra complementare, rispetto a un’algebra non semi-semplice 
e non pseudonulla, della sotto-algebra eccezionale è, in ogni caso, priva 
di elementi eccezionali. 

Indicato con x un elemento qualunque di A, si dica [x] la classe 
mod Æ da esso individuata. 

Al variare di x in A, essendo A non pseudonulla, [x] percorre 
l’algebra complementare di E, A — B. 

Sia ora [y] un elemento di A — E nullo o eccezionale. 

Qualunque sia æ in A, ciascuna delle classi 


ly] [e] = [ya] e [x] [y] = [ey] 


sarà un elemento di A — E nullo o pseudonullo, quindi se r è un 
intero positivo abbastanza elevato sarà 


[ya] = [xy] = [0], 


[yey] = [eyy] = [0]. 


ossia 


Segue che (yx) e (xy sono elementi (congrui a zero mod 7, 
ossia elementi) di #; quindi ciascuno dei prodotti yx e wy è nullo 
o pseudonullo, ed y o è zero o è unelemento eccezionale di A. In 
ogni caso è y un elemento di £, ossia 


[y] = [0]. 
Ciò significa che A — E non possiede elementi eccezionali, ossia 
che è semi-semplice e non pseudonulla. 


68. Se B, e B, sono sotto-algebre invarianti proprie di A e 
B, < B,, A— B, contiene una sotto-algebra invariante equivalente a 
B, — B, (*5). 


(55) Loo. cit. (7), pag. 82. 
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Che B, sia invariante propria in B; è evidente, una volta che 
B,< B, e B, è invariante a dirittura in A; quindi esiste intanto 
l’algebra B, — 8, complementare di B, rispetto a B}. 

Elementi di B, congrui rispetto a B, sono anche elementi di 
A congrui rispetto a B,; dunque le classi di B, mod B, sono con- 
tenute una per una in classi di A mod B,, e vi è in A — B, una 
sotto-algebra (propria) equivalente a B, — B,. Essa è appunto co- 
stituita dalle classi di A mod 5, in cui si dispongono le classi di 
B, mod B,. 

Tale sotto-algebra è inoltre invariante in A — B,. 

Infatti sia [x] un elemento qualunque di A — B,, e [y] un ele- 
mento di A — B, contenuto nella sotto-algebra in discorso, essendo 
[e] e fy] le classi di A mod B, determinate dagli elementi x ed y. 

Sarà 2 un elemento qualunque di A, e y si potrà pensare come 
un elemento qualunque di B,; quindi, attesa Vinvarianza di B, in 
A, xy e yx saranno anch'essi elementi di B, e le classi [e]. jy] e [y]. [x] 
sono, al pari di [y], due elementi della nostra sotto-algebra. 

Inversamente : 

Se B, è una sotto-algebra invariante propria di A e A — B, con- 
tiene una sotto-algebra invariante propria D, esiste in A una sotto- 
algebra invariante propria B,, con B, > By, e B, — B, equivalente 
a D. 

Sia [x] un elemento qualunque di D, essendo [x] la classe mod B, 
di A individuata dall’elemento x, e si dica B, la sotto-algebra di 
A riempita dagli elementi di A costituenti la classe [x], al variare 
di questa in D. 

Siccome D è sotto-algebra propria di A — B,, sarà B, < 4A, € 
siccome |0] = B,, sarà B, > B; poi, essendo D invariante in 
A — B,, dall’essere [x] un elemento qualunque di D e [y] un ele- 
mento qualunque di A — B,, segue che [xy] e [yx] sono anch'essi 
degli elementi di D, quindi dall’essere a un elemento di Bı e y un 
elemento qualunque di A segue che anche xy e yw sono elementi 
di B,. Si conclude che B, è invariante in A, 

D'altronde è chiaro che B,, essendo invariante in A, è tale 
anche in B,, e che B, — B, è equivalente a D, dunque ece. 

Dai teoremi ora dimostrati discende che: 

Se B, è una sotto algebra invariante massima di A, A — B, è 
semplice; e viceversa. 


69. Se B, e B, sono sotto-algebre distinte invarianti massime di 
A ed è B, a B,=C=£0,C è una sotto-algebra invariante massima di 
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B, e B,. Inoltre A — B, e A — B, sono rispettivamene equivalenti 
a B, — O e B, — C(°9) 

Intanto è evidente che C è invariante in A e quindi anche in 
B, e B,, e che Cè una sotto-algebra propria, tanto per B,, quanto 
per B3. 

Adesso si ponga 


Bi=C-+ D, con CIPE =N 
B,=@0-+D, con CnD,=0, 


per modo che sarà pure 


Ja S 
Essendo (n° 17) 
A=B+B, 
sarà 
A=B +D, e A= B, + D,. 


Se indichiamo con D, e D, le algebre che si ottengono dal si- 
stema D, riferendolo una volta al mod B, , un’altra al mod C (cfr. 
n° 66 in fine), le algebre D e D, sono rispettivamente equivalenti 
alle algebre A — B, e Ba — 0. 

Ora siano x ed y elementi di D, e quindi di D, e D, . La som 
ma di x ed y in Ds e D, è sempre Pelemento x + y di D; il pro- 
dotto di x e y in D, è Pelemento di D, congruo a sy mod B}, in 
D, è l’elemento di D, congruo a xy mod C; ma questi due ele- 
menti di D, coincidono perchè C < B,, dunque le algebre D, e D, 
sono equivalenti e tali sono anche le algebre A — B; e B, — C. 

Allo stesso modo si vede che sono equivalenti le algebre A — B, 
© dine 0 = 

Ora, giacchè B, e B, sono invarianti massime in A, A — B, e 
A — B, sono semplici; dunque sono tali anche B, — C e B,— O, 
e C è invariante massima.tanto per B; quanto per B,. 

Notisi che: 

Se, ferme rimanendo le ipotesi fatte su B; e By, è Bin B= 0, 
le algebre A — B, e A — B, sono rispettivamente equivalenti a B, e 
B,, e B, , Ba sono semplici. 

Come si vedrà tra poco questo caso non può presentarsi se A 
è irriducibile (cfr. ni 71 e 73). 


(59) Loc. cit. (7), pag. 83. 
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§ 10. 
SERIE DI COMPOSIZIONE E SERIE DI DIFFERENZE. 
70. Data un’algebra A sia 
(24) sa Ai oye At (t => 1) 


una serie di algebre tali che A, sia semplice e A (1 < l< t) sia una 
sotto-algebra invariante massima di A. 

Allora la serie (24) si dice una serie di composizione di A, e la 
serie delle algebre semplici 


Ai — Ag; Ag — g; e, dia Ai, Ai 


si dice una serie di differenze di A. 

Un’algebra può avere diverse serie di composizione e quindi 
diverse serie di differenze, ma: 

Due serie di differenze di una stessa algebra contengono lo stesso 
numero di algebre, e le algebre di una serie sono, a meno eventual. 
mente dell’ordine, equivalenti alle algebre dell'altra (57). 


Siano 
(25) PARATI e Ah 
e 
(26) aaa 


due diverse serie di composizione dell’algebra A, = A. 

Giacchè il teorema è ovvio per le algebre di ordine 1, esso sarà 
dimostrato per algebra A,, quando si sia fatto vedere che esso 
sussiste per A,, se sussiste per le algebre di ordine inferiore a 
quello di A, . 

Per questo si considerino le algebre A, e Aż, che senza venir 
meno alla generalità si possono considerar come distinte, e si sup- 
ponga in primo luogo 

Aa A = CEO. 

Se 

CC Oye 


(57) Loo. cit. 7), pp. 83-84. I teoremi oni si riferiscono quest'ultime tre 
citazioni sono dovuti allo EPsTEEN e allo WEDDERBURN [loc. cit. *3)]. 
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è una serie di composizione di C, giacchè C è invariante massima 
tanto in A,, quanto in A) (n° 69), saranno 


(27) l'i, dia, CAO RONEN 
e 
(28) Ab 481, Iddio 


due nuove serie di composizione di A,. 

Le serie di differenze corrispondenti alle serie (27) e (28) sono 
costituite dello stesso numero di algebre, e le algebre di una serie, 
a meno, in caso, dell’ordine, sono equivalenti alle algebre dell'altra 
(n° 63); ina, poichè il teorema è stato ammesso per le algebre di 
ordine inferiore a quello di A, e quindi sussiste per A e 43, lo 
stesso sta per le serie di differenze corrispondenti a (25) e (27), a 
(26) e (28); dunque le serie di differenze corrispondenti alle serie 
(25) e (26) sono veramente costituite dello stesso numero di algebre, 
e quelle di una serie sono, a meno, in caso, dell’ordine, equivalenti 
a quelle dell’altra. 

Da ciò segue naturalmente che nelle (25) e (26) è t = 

Si supponga in secondo luogo che sia 


Asn dåd = 0. 


Allora (n° 69, in fine) A, e A, sono semplici, t = l= 2 e le 
serie di differenze corrispondenti alle serie (25) e (26) sono 


A = Ag Ao e Aı — 43, 42; 


quindi il teorema è senz'altro vero per l’osservazione che chiude il 
n° 69. 

Dal teorema dimostrato segue in particolare che: 

Se gli ordini delle algebre costituenti i termini di una serie di 
composizione di umn'algebra sono n,, ng, s Ne, il gruppo degli interi 


N, — Ng 3 Ng — Ng, Ma — My N 


è, a meno, in caso, dell’ordine, indipendente dalla serie, 
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§ 11, 


ALGEBRE RIDUCIBILI (58). 


71. Un’algebra A si dice riducibile se ammette due sotto-alge- 
bre A, e A,, tali che sia 


(20) A nA, =0, A4, =4, 4,=0, A + Aa,=d. 


Uwalgebra non riducibile si chiama anche irriducibile. 

Per esprimere che tra le algebre A4,,4, e A passano le rela- 
zioni (29) si dice anche che A è la somma diretta di A, e Ag. 

Evidentemente dire che A è la somma diretta di A, e A, equi- 
vale a dire che A è la somma di A, e A, che l'ordine di A è la 
somma degli ordini di A, e A,, e che 


A, A = A, 4,=0. 


Più generalmente, si dirà che A è la somma diretta delle sue 
sotto-algebre A, ,A4,,..., Ag (k = 2), se A è la somma di A,, 47)... Åk, 
se Pordine di A è la somma degli ordini di A,,A,,.., Ag © se in- 
fine è nullo il prodotto di due qualunque delle algebre A, , Ag, ee Ag, 
che siano distinte. 

In tal caso si verifica subito che se B è la somma di t delle 
algebre A,,..., Ax t< k) e B'è la somma delle rimanenti k — t, 
B e B’ sono due algebre aventi A per somma diretta. 

Così è pur chiaro che se A è la somma diretta di A, e A,, e 
A; per es., è la somma diretta di Ai e A; , A è pure la somma 
diretta di 41, AV e Az; quindi: 

Umwalgebra riducibile è sempre decomponibile nella somma diretta 
di due o più ulgebre irriducibili. 


72. Se A è la somma diretta di A, e A,, A, e A, sono sotto- 
algebre invarianti proprie di A. 


(58) La nozione di algebra riducibile è dovuta allo Sruby ed allo SCHEFFERS 
[vedi: G. Scunrrurs, loc. cit. (88), pag. 294]. Essa è meno comprensiva della no- 
zione di algebra mista (mixed algebra) introdotta da B. Perro [loc. cit. (19), pag. 
100], a proposito della quale giova consultare la Memoria dello Hawxxs citata 
in (19), pag. 91. 
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Infatti, è, per es., 
A/<A4; A A= A;(A1+A)=A4f<A;; 


AA,=(A,+ A) 4 = Ai <A. 


Segue che: 
Un’algebra semplice è necessariamente irriducibile. 


73. Se A, e A, sono sotto-algebre invarianti di A ed è 
A aA =O; A +A,=4 


A è la somma diretta di A, e Ap. 
Dall’invarianza di A, e A, in A si trae (cfr. n° 55): 


AT AEE Aa Aa A AAA 
quindi è, per Pipotesi, 
A, Aå, = A, A4, = 0, 
ed A è la somma diretta di A, e A,. 
Ricordando un’osservazione precedente (n° 17) segue che : 


Se A, e A, sono sotto-algebre invarianti massime distinte di A 
ed è A,nAg=0, A è la somma diretta di A, e As. 


74. Sia A la somma diretta di A, e A,, e detti x ed y degli 
elementi di A sia 


H£, Y=Y F Y, 


dad, 


con z, Yı in A, € £o, Yo in 4,. Essendo A, n A, = 0, X, € £o sono 
univocamente determinati da x, e y,,Y, da y. 
Giacchè A, A4, = A, A4, = 0 si ha 


(30) XY = Lı Yı F to Yos 


quindi è 
Y = Y; 


quando e solo quando sia: 


Z, Yi S= Yis Ve Yz = Yz. 


vo’ ’'—P_p =—= ni 
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Cosicchè : 
a) Se x è per y un modulo sinistro o destro o un modulo 
senz’altro, tale è x, per Y,,%, per y; e viceversa. 
In particolare : 
b) Se A è dotata di modulo, anche A, e A, sono dotate di mo- 
dulo, e viceversa. Inoltre il modulo di A è la somma dei moduli di 
A, € Ag. 
Un’osservazione analoga alla a) sta pure pei nullifici, sinistri o 
destri, o nullifici senz'altro. 
Se r è un qualsivoglia intero positivo si ha 


(31) = | a}, 


quindi : 

c) Se x è pseudonullo, x, e x, sono entrambi pseudonulli o sono 
uno nullo e Valtro pseudonullo ; e viceversa. Inoltre il grado di x è 
il maggiore dei gradi di x, e xy. 

Da c) e dalla (30) segue pure che: 

d) L'elemento x è eccezionale quando e solo quando x, e x, s0- 
no entrambi eccezionali (per A, e A, 0, ciò che è lo stesso per A), o 
sono uno nullo e Valtro eccezionale ; 

quindi : 

e) L’algebra A è dotata di sotto-algebra eccezionale quando e 
solo quando è tale una almeno delle algebre A, e Ag; e in caso af- 
fermativo la sotto algebra eccezionale di A, a seconda delle ipotesi, o 
coincide con la sotto-algebra eccezionale di A, 0 Ag, 0 è la somma 
diretta delle sotto.algebre eccezionali di A, e A. 

Da b) e dalla (31) si deduce la seguente generalizzazione del- 
la (31): 
f) Se f(x) è una qualsivoglia funzione intera di x si ha 


Sa = f (e) +S (2), 
e qui è f(x)=0, quando e solo quando è f(x) = f (®) = 0. 
5 zA = s (A; + 43) = 24; + zA = (2, + 23) 4, + 
+ æ + a) A =n A F 234; 


e dalla relazione analoga 


Ax = A, £, F Agt, 
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badando che æ, A, ^ £% A, e A, €, n A£ sono eguali a zero, si trae 
che: 

g) La caratteristica o la nullità, sinistra o destra, di x in A 
è la somma dei caratteri analoghi di x, in A, e xy în Ag. 

A questo proposito sarà bene avvertire che le caratteristiche, 
per es, di x, in A,, sono anche le caratteristiche di x, in A; ma 
ciò non è vero per le nullità. 

La (31) dà pure che: 

h) L'elemento x è un automodulo, quando e solo quando a, e 
x, sono automoduli o sono uno nullo e Valtro un automodulo. 

Avvertasi che se x è un automodulo, risultando 22=x, e at =2,, 

si ha 


æ x, = (æ, +e), = F w, £ = a (84 F 2) = 2; 


e analogamente 
XL Lo = Xa X =Œ La: 


è = 


quindi Palgebra x A x contiene x, e £o. 

Segue che se x è primitivo, dei due elementi æ; e x, uno è 
nullo e l’altro è eguale ad x ed è un automodulo primitivo, oltre 
che per A, per quella delle algebre A, e A, che lo contiene. Intanto 
un automodulo primitivo di 4, 0 A, è tale anche per A, dunque: 

i) Gli eventuali automoduli primitivi di A sono tutti e soli gli 
automoduli primitivi di A, e A. 

Suppongasi che, in conformità di b), A, A, e A, siano tutte e 

tre dotate di modulo e che i loro moduli siano u, u; , to. Essendo 


tiz Ai SII 86 
= — —_ \ 
A, = tiy Åg wo = Ug Atg = (u — 04) A (u — 4), 


quindi, nel caso attuale, A, è individuata da A ed A,; e analoga- 
mente A, è individuata da A ed A,. 


75. Se A, è una sotto-algebra invariante propria di A e tanto 
A quanto A, sono dotate di modulo, A è la somma diretta di A, e 
di umwalgebra ulteriore (dotata di modulo e unica). 

Siano u ed u, i moduli di A ed A,. Poichè A, non può con- 


tenere u (n° 29), sarà u, + u e quindi, posto u = uj + Ug, Ug sarà 
(n° 60) un automodulo e sarà 


Uj Ug = gu, = 0, 
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Di qua si trae 
Ug dy = Ug : U4 A, = w y A = O, 
Aju 0, 
e poichè A, è invariante in A sarà pure 
u Aug = ty A - Ug SA, U = 0, 


w At, = 0. 
Essendo 
A = uu = (u, F up) A (u, + ua) 


non può essere (cfr. n° 13) 
(u, + ug) A (u, + uo) < ty Au, + ug Au, F Uy Aug + ug Aug, 
quindi è 
A = (u, F uo) A (u, F w) = u, Au F t Au, + u, Aug + 
F u, Au, = u, Au, F ug Aug. 
Ora u, Au, è la sotto-algebra degli elementi per cui «, è mo- 


dulo (n° 36), dunque 
A, zu Au,, 


ma, essendo A, invariante in A, è pure 


PANE Au, 
dunque 

A, = u Aw, 
e si ha 

A = A, F u Aus, 


dove A, ha per modulo w e u, Au, ha per modulo «,. 

Ora A, e w, Au, non hanno elementi comuni diversi da zero, 
perchè altrimenti un tale elemento dovrebbe avere nel tempo stesso 
in «, un modulo e un nullifico, ed è 


A, < ig Au, = A, Uy + Ug Au, = A, U, Ug Aun=0 
ug Au - A, = 0, 


dunque A è la somma diretta di A, e ug Auz. 
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Dal teorema dimostrato si deduce che: 

Se Valgebra A è dotata di modulo ed u, è un suo automodulo, 
diverso dal modulo, per il quale sia u; A= Au,, A è riducibile. 

Infatti posto A, = u, A = Au,, A, è invariante (propria) in A 
(n° 16), e, coincidendo con u, Av, (n° 36), ha per modulo «,. 

Avvertasi che essendo A, nelle ipotesi fatte, la somma diretta 
di A, e uwalgebra ulteriore, è non solo w, A = A %4 , ma, addiritta- 
ra, uX = g U, per ciascun elemento x di A, e quindi l’ultima pro- 
posizione dimostrata è solo apparentemente più generale di quest'altra: 

Se Valgebra A è dotata di modulo e contiene un automodnlo, 
diverso dul modulo e permutabile con ciascun suo elemento, A è ridu- 
cibile. 

Viceversa è chiaro che: 

Se un’algebra dotata di modulo è riducibile, essa contiene auto- 
moduli, diversi dal modulo, e permutabili con ciascun suo elemento. 

In queste due proposizioni consiste il così detto criterio di ri- 
ducibilità dello SOHEFFERS. 


76. Sia A dotata di modulo e sia 
AszA, + Ag, 
essendo A, e A, dei sistemi diversi da zero, per i quali sia 


A A, = 434, =. 
Basta questo per concludere che A è riducibile. 
Se non è A, n A, = Q si ponga 


A nå, =C0 e Ag=04 43 con Cn 43=0. 


Sarà 
A = A, + 43, 
con 
An A = 0, A ÅA = 43 A4 = 0. 


Se fosse A, = 0, sarebbe A, = CA, < A, , A = 4A, e AA, = 0 
con A, # 0, il che è impossibile una volta che A è dotata di modulo 
e quindi AA, contiene A,; dunque sarà dimostrato che A è ridu- 
cibile, se faremo vedere che A, e 43 sono algebre. 


e i T _m 
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Per questo sina « il modulo di A e sia 
u = ui + ug 


con «v, in A, e w in As 

Badando che A, As = As A, = 0, che u, =u — u, e che 
us = u — t, Si verifica subito che «u, è modulo per ciascun ele- 
mento di A, e w, è modulo per ciascun elemento di Ap Poi, sic- 
come «w, mon può esser modulo per alcan elemento di A fuori di 
A,, perchè da 


s = t +0, 
; a I A 
con x, in A, e ~ in Az, segue 
Uj E= Uy LA) 


ed è x, + x se xv +0, si conclude che A, è Palgebra degli ele- 
menti di A aventi per modulo ,. 

Allo stesso modo si vede che Az è l’algebra degli elementi di 
A aventi per modulo us. 


77. Un’algebra riducibile dotata di modulo è decomponibile in un 
modo solo nella somma diretta di due o più algebre irriducibili (99). 

Sia A umalgebra riducibile dotata di modulo, e sia A la 
somma diretta tanto delle algebre irridneibili 


(32) Ai ? Az; di, 
quanto delle algebre irriducibili 
(33) Agi. ADI 


le quali, naturalmente [n° 74, b)] risulteranno tutte dotate di modulo. 


(59) Questo teorema è dovuto allo SCHEFFERS, ma la dimostrazione esposta 
nel testo è dello WEDDERBURN. Lo SCHEFFERS lo enunciò per la prima volta 
nella Memoria citata in (28); ma in forma non del tntto corretta, come gli fu 
fatto rilevare dallo HOLDER. Vi ritornò nella sua Nota posteriore: Uber die 
Reducibilitàt complexer Zahlensysteme [Mathematische Annalen, Bd. 41 (1893), 
pp. 601-604]; qnivi il teorema è formulato esattamente ma la dimostrazione non 
è esente da appunti [efr. Dickson, loc. cit. (°), pag. 73]. Avvertasi poi che lo 
SCHEFFERS considerava soltanto algebro nel corpo degli ordinari numeri complessi, 


28 
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Dico che è k =t e che le algebre (33) sono, a meno eventual- 
mente dell’ordine, le algebre (32). 
Siccome A; (1<j< A) è invariante in A (cfr. n° 72), è 


ARCAICA 
ma A è dotata di modulo, dunque 
PAPA EA PACE 


Di qua, badando che 


si trae 


Il sistema A, Aj As, per l’invarianza di A, e A; in A, sta 
in A, e in A;; ma è, per r's, A,n A= 0, quindi, per rÆ s, 
si ha: 
Ar vel Å; = 0; 
e resta 
1...t 
A; =iS Ar 4j Am 


I sistemi A, Aj A, (r = 1, ... , t), che non son nulli, sono al- 
gebre, giacchè per l’invarianza di A; in A è 
(A, A} A.) = A, A ARATA A 4} A;; 
ed è, per r#+8, > 
A, Aj Ar AAAA ASIA ATA, AO; 
quindi uno solo dei sistemi A, Aj A, è diverso da zero, perchè 
altrimenti (n° 76) Aj sarebbe riducibile. 
Supposto che esso sia quello per cui r= rj, si ha 
LA EVAGZALEA a 
i CSR, 
Intanto, per l’invarianza di A, in A, 
j 


AL ATALA 
J J J 


LE ALGEBRE DI ORDINK QUALUNQUE ECC. 435 


dunque 
Aj< Ar... 
j 


Siccome A, è irriducibile, per il teorema del n° 75, questa 
J 


relazione non può sussistere se non a patto che sia Aj = Ari e 
quindi, badando che le algebre Aj, al pari delle algebre A,, sono 
tutte distinte fra loro, si conclude che le algebre (33) sono, a meno 
eventualmente dell’ordine, le algebre (32). 


$ 12. 


ALGEBRE REGOLARI. 


78. Un’algebra, il cui ordine sia un quadrato perfetto p?, si 
dirà regolare (9), se è possibile scegliere in essa p? elementi indi- 
pendenti a;,(j,{=1,,»,7) per modo che sia 


Us Rot VEN 
(34) ji ühik = | 
l Qj, k se l= h. 


Unalgebra d’ordine 1 è regolare quando e solo quando è dotata 
di modulo, nel qual caso è anche primitiva. 


79. Fissato un corpo numerico T, si consideri la totalità delle 
matrici d’ordine p con gli elementi in T. 
Siano 
a = | gjall, y= lnh 


due qualunque di coteste matrici, e sia x un qualunque numero 
di T. 
Se, al modo che usa nel così detto calcolo delle matrici, si pone 


ax = || ajz |l, 
x + y= |i éj ll il aa ll 
xy = || éj: |l 


(6°) Le algebre regolari del testo sono le quadrate algebras del CLIFFORD, i 
p°-ioni del SYLVESTER e del CARTAN, le quadrate o simple matric algebras dello 
WEDDERBURN, le matric algebras del DICKSON, le primitive algebras dello HAWKES. 
La denominazione del testo è stata suggerita dal teorema del n. 80, 
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dove 


1...P 
Con z Ein ais 
{A 


e si indica con a;, la matrice d'ordine p di cui tutti gli elementi 
sono nulli, tranne quello che appartiene alla riga j"* ed alla co- 
lonna ?"* e che è uguale ad 1, si riconosce subito che le matrici 
considerate costituiscono un’algebra di ordine p?, che è regolare, 
perchè per essa le aj; costituiscono un gruppo di unità soddisfa- 
centi appunto alle condizioni (34). 

Tale algebra si dirà l’algebra delle matrici d'ordine p in T. 
Èssa è evidentemente dotata di modulo e questo è dato dalla 
matrice identica d'ordine p, cioè da: 


41,1 + neo + App» 


Dopo ciò è chiaro che: 

Le algebre regolari in T d'ordine p? sono tutte e sole le algebre 
equivalenti a quella delle matrici d’ordine p in T'; 

per modo che: 

Ogni algebra regolare è dotata di modulo. 


80. Sia A Palgebra considerata nel n° prec., e sia 


z= |g; 

un suo elemento. 

Siano inoltre c ed n la caratteristica e la nullità di x, nel sen- 
so della teoria delle matrici, per modo che sarà c -+ n= p. 

Vogliamo calcolare le caratteristiche e le nullità, sinistra e 
destra, di x concepito come elemento dell'algebra A. 

Mantenuto per a;; il significato=del n° prec., si osservi che il 
prodotto 


vaj, 


è la matrice che ha le colonne tutte nulle, tranne la colonna (™” 
che è uguale alla colonna j"? della matrice w. 

Siccome la caratteristica di x è e, c colonne di x sono indi- 
pendenti e le rimanenti dipendono da esse; quindi, se si suppone 
che codeste colonne siano quelle coi ni d’ordine 1,2,..., 0, i prodotti 


VAI I CALSE PICCO) TA),p 


00000000000 t... 


TA 6,3 3 VA 9,9 y see ’ Le, p 
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sono indipendenti, mentre (se c<p) tutti gli altri prodotti dello 
Stesso tipo dipendono da essi, perchè ad es. x4,+11 è una combina- 
zione lineare di 
Tliis, CIO pio 
Segue che: 
La caratteristica sinistra di x è 


pe 
e la nullità sinistra di x è 


pP — pe=p(p—c)=pn. 
Allo stesso modo, badando che il prodotto 
Aj © 


è la matrice avente le righe tutte nulle tranne la riga j™? che è 
uguale alla riga 7" di x, si riconosce che : 

La caratteristica e la nullità destre di x sono date anch’esse da 
pe e pu; 

quindi: 

In un’algebra regolare le caratteristiche (le nullità), sinistra e 
destra, di un elemento qualsiasi sono uguali. 


81. Uwalgebra regolare è semplice. 

Sia A uwalgebra regolare d’ordine p? nel corpo I, con le 
unità aj; soddisfacenti alle relazioni (34). 

Sia B una sotto-algebra invariante di A e sia 


1...p 


(MEX Qj, ajal 
jl 


un elemento non nullo di B, le «;, essendo numeri (non tutti 
nulli) di T. 


Si ha 
1...p 
Agi CAn,% = = Xj Agi dj 1 Ahk = Ci,n Agi Min Ahr = Xin Ag,k 3 
J 


ed essendo B invariante in A, ag;%4,x è un elemento di B, dun- 
que B contiene l'elemento 


Ci,h Ug,k è 
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Ora, per l’ipotesi fatta su v, si possono scegliere i ed k in 
modo che sia «,, + 0; dunque B contiene i p? elementi @gz © coin- 
cide con A. 

Si conclude, come volevasi, che A è semplice. 


82. Un’algebra, che sia il prodotto diretto di due algebre rego- 
lari, è regolare (8). 

L’algebra C sia il prodotto diretto delle due algebre regolari 
A e B degli ordini p? e g°, con le unità 


tj ® dis (dl =1,.p;78=1,.,9); 
le aj, soddisfacendo alle relazioni (34) e le b,, alle relazioni analoghe 


| 0, sest, 
Urs biv —: 
(bro, 80 =| t. 


Indichiamo con (7, 9) il quoziente intero della divisione del- 
l’intero 4 per q, aumentato di 1, se 2 non è divisibile per q, o tale 
quoziente, se Z è multiplo di q; e con w(4,9) il resto della divi- 
sione di 4 per q, se 4 non è divisibile per q, o il numero q, se 4 è 
multiplo di q. Inoltre poniamo 


Cau = Cp(1,9),011,9) Vp(2,4),20(1,9) (4, u = 1,2, ..; pd) 


I p*qg* elementi cy, sono altrettanti elementi indipendenti di 
C, perchè essi sono i prodotti di ciascuna delle a;, per ciascuna 
delle d,,, quindi costituiscono un gruppo di unità di C. 
Ora è, per la permutabilità delle @;: con le brs, 
i b 


Cau Coa = Apg pld) Ipea p(0,4) Papi, gig) Ppleghylog) s 


e se u+ 0 non può essere, nel tempo stesso, 


p (um, g) = pe 4) y(u, g) =y (0,4); 


(5!) Questo teorema che talvolta viene attribuito allo Srupy [vedi per es, 
Encyclopédie des Sciences Mathématiques pures et appliquées, tome I, vol. I, faso. 3, pag. 
436, annotazione (224)] è del TABER. Veggasi II. TaBER, On the Theory of Matrices 
[American Journal of Mathematics, vol. XII (1889), pp. 337-396], $ 24, pag. 391 
e seg. 


PR ai _m——T_—_—1r—m_—————_——-_-_—_—-@6’’’r'rer—————m—mm& 


LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE ECC. 439 


dunque 


Chu loro 


-— — 


e l’algebra C è regolare. 


83. In uwalgebra regolare gli elementi, ciascuu dei quali è per- 
mutabile con ogni elemento dell’algebra, sono i prodotti del modulo 
per i numeri del corpo in cui è definita Valgebra. 

L’algebra, di cui parla il teorema, sia l’algebra A, nel corpo T, 
considerata nel n° 81, il cui modulo è 


u = aia +... + app. 
Poi sia 
1...p 
æ = z Qjl dj, 
j, 


con le œjı in 7, un elemento di A. 
Perchè x sia permutabile con ogni elemento di A occorre e 
basta che sia 


lh k = Ah, k T, 


qualunque siano gli indici h e k. 
Ma, per le (34), 
1...p 
ang = È Gj,h Ajik y 
j 
1...p 


Ank = È Akl Ahl, 
l 


dunque, perchè x sia permutabile con ciascun elemento di A, oc- 
corre e basta che sia 


aji = 0 per j fl e a ==... = ppi 
cioè che x sia, come volevasi, della forma 


21,1 (t11 + +. + app) = 411%. 


84. Se Valgebra C è il prodotto diretto di un’algebra primitiva 
B e umwalgebra regolare A, C è semplice; e se un elemento di O è 


a 
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` 


permutabile con ciascun elemento di O, esso è il prodotto di un ele- 
mento di B per il modulo di A (®). 
L’algebra A, col modulo 


u = aa F e F apps 


sia quella considerata nel n° 81; poi sia v il modulo di B. 
Si dica inoltre D una sotto-algebra invariante di C e d un 
elemento di D, diverso da zero, per il quale si abbia (cfr. n° 20) 


1...p 
dis > bia Uil, 
jl 


essendo le bj; opportuni elementi di B. 
Giacchè D è invariante in C, D contiene il prodotto 


1...p 
agi V- d- Vang = I bjt gi tjt Ahr = bin Agi, 
jl 


qualunque siano gli indici g, k; quindi è in D il prodotto bin A. 

Essendo d + 0, è ed h si possono supporre tali che sia bin + 0; 
dopo di che, essendo B primitiva, se b è un qualunque elemento 
di B, ne esiste un altro b’ per cui è 


di h b= b. 


Ora J), contenendo b; A ed essendo invariante in O, contiene 
pure 
bag Aud = dg A Ag 


quindi, una volta che b è un qualunque elemento di B, D contie- 
ne a dirittura il prodotto BA, ossia coincide con C. 

Con questo la prima parte del teorema è dimostrata. 

Adesso sia e un elemento di C permutabile con ogni elemento 


di O e sia 


le dj; essendo opportuni elementi di B. 


(62) WEDDERBURN, loc. cit. (7) pag. 99. Occorre appena avvertire che questo 
teorema generalizza quelli dei ni 81 e 83. 
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Sarà, qualunque siano gli indici % e k, 


0 e Unte V = UhkYV' 0) 
ma 


1...p Lego 
SUI 
(CC) h,k V = r bja ajl Ah, e = pa bjn Ujk 
il i 


e, analogamente, 
1p 


hk V . e= X 
l 


1 
bkt Un, 


dunque le d;, con indici diseguali sono tutte nulle e per le altre 
si ha 
=æ lj 


r i , 
di. =b =. pp * 


Si deduce, come volevasi, che è 


c = ba (C+ + + app) = dia tt 


Avvertasi che se, e soltanto se, B è commutativa, ogni ele- 
mento di C che appartenga alla sotto-algebra Bu di C è permuta- 
bile con ciascun elemento di C. 


3/13. 


AUTOMODULI PRINCIPALI, 


85. Sia A un’algebra non pseudonulla ed «v, un suo automodulo. 

La sotto-algebra degli elementi di A aventi in u} un modulo 
sinistro è data (n° 35) da «, A, e l'ordine di questa è la caratteri- 
stica sinistra di u,. 

Se è S’ il sistema degli elementi di A aventi in «, un nullifi- 
co sinistro, l’ordine di & è la nullità sinistra di u. 


x 


Intanto, è evidentemente, 
w AnS 107 
dunque u, A -+ 5 ha Vordine di A ed è 
(35) A=uA+ 8 


Allo stesso modo si trova, indicando con D’ il sistema degli 
elementi di A aventi in u, un nullifico destro, 


(36) A= Aut. 
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Per la sua stessa definizione, o per il n° 25, il sistema S’ 
contiene il sistema S, , il quale è l’insieme degli elementi di S’ 
aventi in 7, un modulo destro, cioè degli elementi di A aventi in 
«, un nullifico sinistro e un modulo destro; e se N” è l'insieme 
degli elementi di $” che hanno in «, un nullifico destro, cioè degli 
elementi di A per cui x, è un nullifico, gli ordini di S'u, ed N° 
hanno per somma Pordine di S’ (cfr. il ragionamento del n° 27). 


Intanto è, evidentemente, 


S” Un MENA 0, 


dunque : 
(37) Y = 8° u, + N°. 


Alio stesso modo si prova che è 
(38) D'=u, D' + N°. 

Dalla (35), moltiplicando per u; a destra, si ricava 

Au, = u Au, + Su; 
quindi la (36) @ivenia 
A = u, Au4 Su + DI 

ossia per le (38), 
(39) A = u Au, Hua D HE u, 4 N, 


dove le intersezioni dei sistemi che compariscono al secondo mem- 
bro considerati a due a due sono tutte nulle. 

Il bel teorema espresso dalla (39) è dovuto a B. PEIRCE (83) e 
può enunciarsi come segue: 

Se un’algebra non è pseudonulla ed u, è un suo automodulo, si 
può sempre trovare un suo gruppo di unità, così che ciascuna di que- 
ste abbia in u, 


(83) Loo. cit.(*9), n° 41. La dimostrazione del PEIRCE è per altro incomple- 
ta. Dimostrazioni corrette sono state date dallo Hawkes [loo. cit. (33)], dal Ta- 
BER (loc. cit. (3)], dallo WEDDERBURN, sulla cui dimostrazione è composta quella 
del testo. 
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TI) un modulo ; oppure 

Il) un modulo sinistro e un nullifico destro ; oppure 
III) un nmullifico sinistro e un modulo destro ; o, infine, 
IV) un nullifico. 

Avvertasi che, nel gruppo considerato, esistono certo unità che 
presentino il caso I); invece possono mancare unità per le quali si 
presenti qualcuno degli altri tre casi, 

Notisi inoltre che basta supporre, com’è lecito (n° 62), che «, 
sia un automodulo primitivo di A, per ottenere che l’algebra u, Au, 
non contenga automoduli diversi da w,. 


86. Suppongasi appunto che nella (39) u; sia un automodulo 
primitivo di A ed N° sia diverso da zero. 

Allora N° sarà un algebra e, se non è pseudonulla, ammetterà 
un automodulo primitivo ug. 

Siccome «, appartiene ad N”, è 


(40) wi Ug = Ug w = 0 3 
quindi 


(u + u = H u e {uu +u=u 4. 


IDPaltronde, siccome N” non contiene u, è certo u, + ug + 0, 
dunque %, + u è un automodulo di A. 

Aggiungasi che u, è un automodulo primitivo (non solo per N” 
ma auche) per A. 

Infatti dalla (39) si deduce 


= z TÀ 1 
up Au, = ug tt; At, Ug F tg, D’ Ug -+ tg S U Ug + ug N’ ttg 
cioè, badando alle (40), 
a 
tig Au, =u, N’ 03. 


Ebbene si imagini di eseguire la decomposizione di A, analoga 
a quella espressa dalla (39), che si ha ponendo a base di essa Pau- 
tomodulo u, 4- a, anzi che l’automodulo w, e sia, in conformità 


di ciò: 
(41) A = (0, + ug) A (u, + 169) + (14, + 19) D+ 8" (1, + 119) + N”, 


dove, in virtù di quanto è stato detto, è inutile fermarsi a dichia- 
rare i significati dei simboli D”, 8”, N”. 


gt 7 


È 


Pr ___ _———_—_——mmT———m t E Eee" a indizio tezi-citazio» «tenta » È da Truro”, e 0 Vo 
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Dico che: 
Per il sistema N” si ha 


N” < Na 
Infatti sia x un elemento di N”. Sarà, per il siguificato di N”, 


(u, F ta) v = æ (u, +) = 0, 
e quindi anche 


u, (U, F t) £ = æ (u) F wo) w = 0; 
ma è, per le (40), 
u, (Uy F %2) = t; (u, F uu, =; 


dunque si ha 
u, £ = g u = 0, 


ed x è un elemento di N”. 
D'altronde l’elemento u, è in N’, ma non in N”, dunque è pro- 
prio N° < N”. 


87. Se nella (41) è M” + 0, N” è un’algebra, la quale, se non 
è pseudonulla, ammette un automodulo primitivo tiz. 
Per questo sarà, una volta che esso è in N” e in N, 


Ug (0, + ua) = (u, + ug) ug = ug = =0, 


e quindi anche 
Ug Ug = gu, = 0; 


poi «; sarà anche per A nn automodulo-primitivo. 

Infine la somma u, + ug + tg sarà pure un automodulo di A, 
e se la decomposizione di A rispetto a questo automodulo, analoga 
a quelle date dalla (39) e dalla (41), è espressa da 


A = (u4 + tig F uz) A (u, F Ua + ug) + (u, + ug + ug) D + 
+ 8° (u, + ug + 3) + N°”, 


NZ < N 


sarà 


88. Il procedimento ricorrente indicato nei ni 86 e 87 non può 
essere illimitatamente proseguito, una volta che gli ordini delle al- 
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gebre N°, N”, N'”,... vanno continuamente decrescendo; quindi si 
perviene al seguente importantissimo teorema : 


x 


Se A è un’algebra non pseudonulla, è sempre possibile trovare in 
essa un automodulo u, tale che sia 


(I (p= 1) 


CON Wj y., Up automoduli primitivi, e, se pi 1, 


Ui tj = 0 G, j= 1, p;i Fj); 


e inoltre tale che, posto 
(42) A = uu p uD | SuH4 N, 


col solito significato, rispetto ad u, dei simboli D, S, N, il sistema 
N o sia zero o sia uwalgebra pseudonulla (54). 

Un tale automodulo si dice un automodulo principale dell’alge- 
bra A. 


89. Un’algebra dotata di modulo ha un solo automodulo princi- 
pale, e questo è il modulo (85). 
L’algebra A di cui si discorre nel teorema del n° 88 sia dotata 
di modulo, e questo sia v. 
Dico che è 
ve U. 
In base alla (42), si ha 


v=uaguLud, bs a, 


indicando con a, ,d,,s,,%, degli opportuni elementi di A, D, SN; 
quindi è, per i significati di D, S, N, 


u = v = u a uU F S 
ed 
u = w = uqu pudl. 


(54) Cfr. loo. cit. (7), pag. 91 e seg. Ma in queste pagine Vesposizione del 


WEDDERBURN lascia alquanto a desiderare per chiarezza e precisione. 
(65) Per i ni $9,..., 92 del testo cfr. loc. cit, (5). 


nd 
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Da queste uguaglianze si deduce 


su=ud,. 
Ma Sun uD = 0, dunque 
s; u = u d = 0, 
e resta 
u = u a ti, v =u +n. 
Ora #, è nullo o pseudonullo, mentre v — u o è nullo o è un 
automodulo (n° 60), dnnque è n, = 0 e 


v =U. 
Occorre appena avvertire che nel caso attuale è 
DID y m = 
e che la (42) si mnta nella relazione ovvia 
A = v Av. 


90. Ogni algebra priva di modulo ammette una sotto-algebra inva- 
riante psendonulla. 

Sia A un’algebra priva di modulo e si supponga che non sia 
pseudonulla, perchè altrimenti il teorema sarebbe evidente. Allora 
si può imaginare che A sia l’algebra di cui si discorre nel teorema 


del n° 88. 
Nel caso attuale non può essere D = 8 = 0, perchè se ciò fos- 
se sarebbe anche N= 0, e quindi resterebbe 


A =vAu, 


e l’automodulo (principale) u sarebbe addirittura il modulo di A; 
quindi è certo 


DSO. 


}iò posto, supponiamo DS + 0. 
Dalla (42) si deduce 


DA = Du Au + Du D-4 D(Su+ N) 


ma è Du = 0, e inoltre per la (37), applicata al caso attuale, 


Su + N =S, 
dunque resta 
DA = DS. 
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Allo stesso modo dalla (42) si trae 


AS= DS, 
quindi è 
DS = DAS. 


Ora 
DS #0, A.D = AD.S<AS= DS, 


DS-A = D.SA<DA = DS, 


dunque DS è intanto una sotto-algebra invariante di A. 
Siccome u è un nullifico destro per D e un nullifico sinistro 
per $, u è per SD un nullifico, quindi è 


SD= N. 


Ma N è zero o un’algebra pseudonulla, quindi esiste un intero 
r= 1, per cui è 
(RL) = 
Di qua si trae 
(DSyt1 = D(SDY S=0, 


per conseguenza l’algebra DS è pseudonulla, e il teorema, sotto l’ipo- 
tesi DS + 0, è dimostrato. 
Suppongasi ora che sia DS = 0. 
Da 
D= uD 4N, S = 8u 4N, 


si trae, moltiplicando, rispettivamente, a sinistra per D e a destra 
per $, 
D: = Dwu DI DN=DN=DS= 0, 


UR 
w 
| 


= SuS+NS=NS<=DS=0; 
quindi è 


(D +8 = D*+ DS+SD+S=SD<N<D+8, 


e queste relazioni, essendo D +58 +0, mostrano che D+ $ è una 
sotto-algebra di A, la quale è pseudonulla una volta che 


(D+ SP <N, 


ed N, non essendo zero, è un’algebra pseudonulla. 


——————_——0.50997 (————_—__————————_—_—_—_——_—_——_r—_——__—_—__——__Ém6m8m_rv>- yo TELI 
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Perchè sia compiutamente dimostrato il teorema basta dunque 
far vedere che D+ $ è invariante in A. 

Ora ciò è quasi immediato. 

Si ha infatti 


ADN- AD+ AS= AD + D8= AD, 
(D4 S)A= DA +84 = DS + SA = SA, 


ma è (n? 25) 
AD< D, SA < S, 


dunque è, come volevasi 
A(D+S<D=D+4S, | 
D+ SA=SZDPHS 


91. Il teorema dimostrato può enuneiarsi : 

Uwalgebra priva di modulo è una zero-algebra di ordine 1, oppure 
un’algebra non semi-semplice ; 

quindi: 

Un’algebra semi-semplice, che non sia una zero-algebra di ordine 
1, è necessuriameute dotata di modulo. 

Confrontando questo teorema con quello del n° 61, si ba che: 

Un’algebra semi-semplice non primitiva, che non sia una zero- 
algebra di ordine 1, possiede necessariamente degli automoduli diversi 
dal modulo. 


92. Alle considerazioni fatte nel n° 90 può aggiungersi qualche 
utile complemento. - 

Si supponga che A sia non pseudonulla, ma dotata di elementi 
eccezionali, e si indichi con Ẹ la sua sotto-algebra eccezionale, Poi 
si mantengano per u, D, S, N i significati del n° 88. 

Dico che: 

Da E, S<E,; M< E. 

Infatti è 

PA = AN= DS; 


ma, per quanto è detto nel n° 90, si ha in ogni caso 


DSZE, 
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dunque 
DA ZE, AS < E, 


e ciascun eventuale elemento non nullo di D o di Sè un elemento 
eccezionale. 
Segue che è 
DZ E, S< E, 
dopo di che è pure 
NZE. 


Avvertasi che, essendo D ed $ contenuti in E, è pure 
uD= E, Su < E. 


93. Si supponga che Æ sia un’algebra non pseudonulla e non 
semi-semplice, e sia 7 la sua sotto-algebra eccezionale. 

Sarà E < A e Palgebra complementare A — E di F rispetto ad 
A sarà (n° 67) semi-semplice e dotata di modulo. 

Se, indicato con x un qualunque elemento di A, si denota 
con [x] la classe di A mod E individuata da v, al variare di x in 
A, [x] descriverà l’algebra A — E. 

Ciò posto, è ben chiaro che: 

Se u, è un automodulo di A, [u,] è un automodulo di A — E. 

Infatti è 


eee), 


e non è [«,]=[0], perchè u, non sta in F. 

Viceversa, si supponga che la classe [y], individuata dall’ele- 
mento y di A, sia un automodulo di A — E. 

Dico che: 

Esiste in |y] qualche automodulo di A. 

Giacchè [y] è un automodulo di A — E, si ha 


blo M=bP}=[P]=.., 


quindi per nessun intero positivo r può essere y” = 0, perchè altri- 
menti sarebbe 


l] = [y'] = [0]. 


Segue che algebra potenziale generata da y non è pseudonulla 
e ammette pertanto qualche automodulo. 


29 


— - ha ta. e, 
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Se u, è un tale automodulo ed è 
u, = YP F ag YP 4... 4 an Y, 


con le a,,..,, numeri del corpo in cui è definita Palgebra A, sarà 


[u] = 2, [4] + æo [91] +... + an [9], 
ossia 
(43) [u] = a [y], 
dove a=a, +... + ar. 
Dalla (49) si trae 
[u] = 2 [y] = a? [y]; 


ma, essendo «? = u, , è pure 
[u,}} = [u], 


dunque 
(a? — a) [y] = [0], 


ed, essendo [y] # [0], si ha 


x? — a = 0. 


Qui «#0, giacchè altrimenti per la (43) sarebbe [w] = [0], 
e u, sarebbe non un automodnlo, ma un elemento nullo o eccezio- 
nale, dunque a = 1 e 

[u] = fg], 

ossia u, è un automodulo di A contenuto nella classe [y]. 

Si conclude che: 

Se u, percorre gli automoduli di A, [u,] percorre gli automoduli 
di A— E; 
per modo che (n° 91): 

Se A possiede un solo automodulo, A — E è primitiva. 


94. Le osservazioni precedenti possono essere precisate. 

Dimostriamo infatti che : 

Se [u,] è un automodulo primitivo di A — E, con u, automodulo 
di A, u, è anche un automodulo primitivo di A. 

Se è possibile, non sia u, automodulo primitivo di A. Esisterà 
in u, A u, un automodulo v Æ u, e sarà 


v = U, L Ugy 


indicando con x un conveniente elemento di A. 
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[o] = [w,] [e] [x], 


quindi [v] è un automodulo di [w] (A — E) [u]; ma [u] è un auto- 
modulo primitivo di A — E, dunque 


[o] = fu], 


e la differenza non nulla u, — v è uu elemento eccezionale. 

Ora ciò è assurdo, perchè «, è il modulo di u, A u, e quindi 
(n° 60) u, — v è un automodulo, dunque «, è veramente un auto- 
modulo primitivo di A. 

Inversamente : 

Se u, è un automodulo primitivo di A, |u,] è un automodulo pri- 
mitivo di A — E. 

Suppongasi se è possibile, che ciò non sia, e si dica [w] un 
automodulo di [u,](A — E) [u] diverso da f]. 

Sarà, indicando con x un conveniente elemento di A, 


[up] = [u z u), 


e quindi (n° 93) esiste un automodulo u, di A, che appartiene 
all’algebra potenziale generata da uvu, e per il quale è 


[us] = [i £ w). 


Siccome « è un elemento dell’algebra potenziale generata da 
un elemento dell’algebra u, Au, , ug sta in u, Au,. Ma u, è un au- 
tomodulo primitivo, e u è un automodulo, dunque u, coincide con 
u, e, contro il supposto, 


[u] = [ua] = [ug]. 


Si conclude che [u,] è veramente un automodulo primitivo di 
A— E. 


95. Sia ora « un automodulo principale di A, 
Sarà 
u = thy 4... + tp (p= 1) 


con %,;.. Up automoduli primitivi di A, e, se p>1, 


u; u; = 0 (ij = 1, a Pii FI); 


“Toe E ha "sea, -— = vuo oro _-e aa 
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inoltre posto, col solito significato dei simboli, 
A =u Au + uD + Su+ N, 


N o sarà zero, o sarà un’algebra (pseudonulla) contenuta in E. 
Si considerino ora gli elementi di A — F, 


[u], [u], =, [up]. 


[u] = [u] +. + [o], 


Sarà 


e, se p>œl, 
[u] [u] = 0 (RIE DE CEE 


quindi [w,], ..., [tp] saranno automoduli primitivi distinti di A — EP. 
Decompongasi, al solito modo, A — F rispetto al’automodulo 
[u]; e pongasi 


A — B = [u] (A — 2) [u] + [u] D, +8, [u] + M, 
Se [x] è un elemento di N, sarà 


[u] [e] = [e] [u] = [0], 
ossia 
[ue] = |xu] = [0]. 
Pongasi 
æ = utu -+ ud H sutni, 


indicando con a’, d', s’, n° opportuni elementi di A, D, 8, N. 
Per le osservazioni del n° 92 è 


[ud'] = [s'u] = [e] = [0], 


dunque 

[a] = [ua'u] 
e 

[xu] = [ux] = [uau] 
Segue 

[ua'n] = [0] 

e 
@]=0; 


dunque N, = [0], e [u] è un automodulo principale di A — B. 
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Ma A—E è dotata di modulo, quindi [u] è il modulo di A—E. 

Si deduce che: 

Se un’algebra, non semi-semplice e non pseudonulla, ammette più 
automoduli principali, questi sono tutti congrui fra loro rispetto alla 
sotto-algebra eccezionale. 


$ 14. 


PROPRIETÀ FONDAMEMTALI DELLE ALGEBRE SEMI-SEMPLIOI. 


96. Un’algebra semi-semplice o è semplice o è riducibile (59). 

Sia A uwalgebra semi-semplice ma non semplice e sia B una 
sotto-algebra invariante propria di A. 

Giacchè A, non essendo semplice, non può essere una zero- 
algebra di ordine 1, sarà A (n° 91) dotata di modulo e quindi si avrà : 


A°?= A, AB=B= BA. 


Suppongasi ora, se è possibile, che B sia priva di modulo e che 
quindi B possegga una sotto-algebra eccezionale £. 
Sarà 
BEB < E, 


quindi, o è BEB = 0, o BEB è unwalgebra pseudonulla. 
Ma, essendo 


BEB.A= BBE. BA = BEB, 
A.BEB = AB.EB = BEB, 


BEB o è zero, o è una sotto-algebra invariante di A, dunque, una 
volta che A è semi-semplice e non pseudonulla, si ha necessariamente 


BEB=0. 


Ciò posto, si consideri il prodotto AKA. Poichè A è dotata di 
modulo, AFA contiene Æ, dunque AEA è diverso da zero ed è (n° 
16) una sotto-algebra invariante di A. 

Intanto 


(AEA) = AFAFAEA = ABA.E.AFA < BEB = 0, 


(66) WEDDERRBURN, loc. oit. (7), pag. 94. 
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quindi AFA è pseudonulla, e ciò contrasta cou l’ipotesi che A sia 
semi-semplice e non pseudonulla. 

Si conclude che #-è dotata di modulo ; e quindi, per il teorema 
del n° 75, che A è riducibile. 

Il ragionamento fatto prova non solo che B è dotata di modulo, 
ma che B è semi-semplice; quindi si ha il teorema: 

Un’algebra semi-semplice ma non semplice è la somma diretta di 
due o più algebre semplici, nessuna delle quali è una zero algebra di 
ordine 1. 

Inversamente, per il n° 74 e), è chiaro che: 

La somma diretta di due o più algebre semplici, nessuna delle 
quali sia una zero-algebra di ordine 1, è (non semplice, ma) semi- 
semplice e non pseudonulla, 


97. Se u, è un automodulo di un’algebra A (non pseudonulla e) 
semi-semplice, Valgebra u,Au, è pure semi-semplice (9) (e non pseudo- 
nulla). 

Suppongasi, se è possibile, che u,Av, non sia semi-semplice e 
sia £ la sua sotto-algebra eccezionale, 

Siccome E è invariante in u,Av,, e questa è dotata di modulo, 
si ha 


E.uAu,= E, 
ed 
BAE = Eu An ES Hug «E Bs 


da cui, per r intero positivo qualunque 
E AES], 
Giacchè A è dotata di modulo è e A, dunque 
(ABAF = ABAEA =A.EAE.A= AE? A, 
(AEA} = AF?A EA = A.E?AE.A= A E’A, 


e, in generale, 
(AEA) = AF" A. 


(87) Vedi loo. cit. (86). La dimostrazione del testo è più semplice di quella 
dello WEDDERBURN. 
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Essendo E pseudonulla, segue di qua, per r abbastanza elevato, 
(AEAY) = 0. 


Ora AEA, una volta che A è dotata di modulo, contiene E e 
quindi non è nulla; dunque AFA è una sotto-algebra pseudonulla 
invariante in A. 

Ma questo è assurdo, perchè A è semi-semplice e non pseudo- 
nulla; dunque è assurdo supporre u, Av, non semi-semplice, 


98. Se Valgebra A è semi-semplice ed u, è un suo automodulo 
primitivo, Valgebra u, Au, è primitiva. 

Infatti u, Au, è (n° 97) semi-semplice (non pseudonulla) e non 
possiede automoduli diversi dal modulo v,; dunque (n° 91) è primitiva. 


$ 15. 


IL TEOREMA FONDAMENTALE PER LE ALGEBRE SEMPLICI (68). 


99. Sia A un’algebra semplice che non sia nè primitiva, nè 
una zero-algebra di ordine 1; per modo che (n° 91) A conterrà au- 
tomoduli diversi dal modulo. 

In base al teorema del n° 88 sarà allora possibile determinare 
certi p (= 2) automoduli primitivi %,,%,,...,%p; per modo che sarà 


u = wu +. + Up, 
u;w= 0 RS 
Ciò premesso poniamo 


Uj Au = Aji ; 
essendo 


A = uu = (u tb... F up) A (u, F.. F tp) 


sarà (cfr. n° 75) 


1..p 
A= 5 Ap. 
jl 


(68) Per gli importantissimi teoremi di questo $ e del seguente, dovuti 
allo WEDDERBURN, vedi la sua solita Memoria a pag. 95 e seg.. L’esposizione del 
testo è ricalcata su quella dello WEPDERBURN, ma ne differisce in qualche par- 
ticolare e vi aggiunge qualche ulteriore sviluppo, 
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Giacchè A è semplice, Aw; A (n° 16) o è zero, o è eguale ad 
A. Ma la prima alternativa è da escludere, perchè Au; A contiene 
üj, dunque 
Au A=A G= 1 con DI 
Ora è 
AjiAnx = Uj At un Auk; 
dunque, se lÆ h, è 
Ajr Ane = 0; 
mentre, se l= h, si ha 


cine u, Au Aug = uj. Au A Ur = Wj Aug = Aji " 


In particolare 
Aja Aty = Ajj A 


Di qua, essendo A;; + 0, si trae che è 


Aji +9, 
qualunque siano j ed l. 
Notisi che i p? sistemi A;; sono altrettante sotto algebre di A. 
Fra di essi i sistemi Ajj sono (n° 98) p algebre primitive coi moduli 
uj; gli altri, una volta che, per j l, 


Aji = Ajr Aji = 0, 


sono p(p — 1) zero-algebre, e fra questi Ajı è Vinsieme degli elementi 
di A che hanno in uj un modulo sinistro e in wu un modulo destro. 

Aggiungasi che:. 

Ciascuno dei sistemi A;, non ha elementi comuni non nulli com 
la somma di tutti gli altri. = 

Infatti da 


1...p 
w — Li gf 
uj qu = z un YP ur, 
(100 


dove l’apice apposto al sommatorio significa che per gli indici k e k 
non deve essere mai nel tempo stesso h =j e k= l, e dove v e le 
y® sono elementi di A, si trae, moltiplicando a sinistra per uj e 
a destra per u: 
uj cu = 0. 
Ciò significa che: 
L'ordine di A è la somma degli ordini delle Åja 
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100. Se x;, è una qualunque elemento di A;1, il prodotto 


Via Arj, 
o è nullo, o eguaglia Ajj. 
Essendo 
AjnAr; = Ajj, 
a è intanto Üj AGS < Ajj . 
A) Poi è 
Ì 
tir Arj Ajj = tji Arj Ajj = tja Arji 
i dunque vj; Aj 0 è zero o è una sotto-algebra semi-invariante sini- 


stra di Ajj. 
Ma Ajj è primitiva, quindi è, come volevasi, 


Xj,1 Ar; 12510) oppure Vjt Arj o Ajj ” 


Allo stesso modo si prova che: 
Se xjı è un qualunque elemento di Ajı, il prodotto 


Arj jls 


o è nullo, o eguaglia Arr. 

Queste proposizioni saranno tra poco precisate. Frattanto da 
esse possiamo dedurre che : 

Se xjı € &,n sono elementi non nulli di Ajı ed An, è necessa- 
riamente 


Lja tin Æ 0. 
Sia iufatti, se è possibile, 


Xj tin = 0. 
r Sarà 
Xj Cih Ani = 0, 
e non potrà essere 


cin Anai = Au; 


perchè se ciò fosse esisterebbe un elemento non nullo vı di Arı, 
per cui sarebbe, da una parte 


Xn Xhi = Ul, 
e dall’altra 


Pijl Elh Chi = 0. 
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Ma ciò è assurdo, perchè 


L},t Lihn hi = XU = Vjal , 
dunque sarà 
(44) LIA Ani = (|), 


Sia yn, un qualunque elemento non nullo di A,,. 
Essendo, per la (44), 


Lim Yni = l, 
con vn + 0, ynu + 0, sarebbe, per il ragionamento fatto, 


Yni Arn = 0, 
e quindi, a dirittura, 
Anı Arn = 0, 
mentre 
Anı Arn = du» 


L’assurdo a cui siamo pervenuti dimostra il teorema. 


Da esso segue che: 
Se xjı è un qualunque elemento non nullo di Aji, è 


xi Arj = Ajjr  Atj%ia = An; 


e segue inoltre che gli ordini di Aj; ed A, sono entrambi eguali 


all’ordine di 4;;. In altri termini: 
Le p? algebre A;1 hanno tutte lo stesso ordine. 


101. Adesso indichiamo con 


A1,2, 913 pereg Ai, p 
elementi non nulli comunque scelti in 


Ai ’ A13 gus, Aip 3 
rispettivamente, e poniamo inoltre 


(55 = Ui yey Ap,p _ Un . 
Essendo 
tii Ar = Ain (Q 
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esisterà in A,; un elemento non nullo, e sia 4,1, per cui sarà 
Qir 1 = 0115 
e questa eguaglianza sussisterà anehe per l= 1, una volta che 


a&i = W. 
Se poniamo, per k #1, k#1 e kh#k, 


lhk = Uhi ll,k 
restano definiti p? elementi 
dja (j, l = 1, , P) 
per i quali si ha 
(45) aji Aj L ALL, 
qualunque siano j ed l. 
Che la (45) sussista per j +l è intanto evidente; perchè, o è 
anche j + 1 ed l + 1, ed allora essa sussiste per definizione, 0 è, 
per es., j= 1 ed essa si riduce alla relazione 


djl = 41,1 41, = 0 Ail; 


che è chiaramente soddisfatta. 
Resta a far vedere che la (45) è valida per j= l, ossia che è 


Lat) 


e qui è anzi necessario considerare soltanto il caso j + 1. 
Per il teorema del n° 100, il prodotto 


Qj dj 
è intanto un elemento non nullo di Ajj; ma è 
(aja 01, = aji. Aij Ajj = aja t j = Aja jy 


dunque esso è un automodulo di Ajj. 
Giacchè Ajj è primitiva ed ha per modulo uj = ajj, segue, come 
volevasi, 
Cp AGRO; 


102. La (45) può essere ora generalizzata. Possiamo provare 
cioè che: 


I 
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Per i p? elementi aj; si ha 


0, se lÆh, 
Al Ahk = ‘ 
ae, se t=h 
Infatti, se l + h, è 
dj Ahk = 0, 
perckè è addirittura 
Ajr Anr = 0; 
se poi b= h, si ha: 


ajl Ah,k = ajl Alk = aji All (4,1 Alk = ja d1, d1,k — aji A1,k — Aj.k a 


Aggiungasi che: 
I p? elementi ajı sono indipendenti. 


Sia infatti 


1...p 


cai = 0, 
jl 
essendo le «;, numeri del corpo in cui è definita l’algebra A. 
Sarà 
1... 1...p 


0 = dg. È dj ji Ang = È Qj lgi tjt Ahk = Qj,h Agi lih Ank = Aih Ag, 5 
j,l il 


e quindi, come volevasi, 
Cine 0, 


qualunque siano gli indici è ed h. 

Si conclude che: 

I p? elementi ajı generano una sotto-algebra regolare R di A, di 
ordine p° : e il modulo di A è anche il modulo di R, essendo 


uu +. F Up = tia F 0 + App. 


103. Indichiamo ora con a un elemento qualunque di A e po- 
niamo 


Tp. 
0 = È ji 4 dij. 
j 
Sarà 
1...p 1...p 
c= È d;1.:0,10 itj = È tja Yi Mja 
j j 
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con x,; in A,1, e per avere tutti gli elementi c, i quali, intanto, 
costituiscono evidentemente un sistema, sarà indifferente far variare 
a in A, O Xi in Aii. 
Sia r Pordine di A,,, cioè Pordine comune di tutte le algebre 
Aji, © siano 
(1 (r) 
X1,1 qu) 1,1 
r elementi indipendenti di 4,,. 
Posto 
1...p È 
P i) 
o0 — Xa;1 011414; 
j 
gli elementi cd, ..., cl) sono indipendenti. 
Infatti sia 


1... a 
> 400, 
i 


con le x; numeri del corpo in cui è definita A. 
Sarà 


Pif 7 1..p a PR d o. 
0 = an. Z ai o.a = E an tja E ai aia) aij 4, = 
i j i 


1...r © Lf © 
= M1: T i Xil t = TX} 
i a 


ma le si, sono indipendenti, dunque le «; sono, come volevasi, 
tutte nulle. 

Osservando che il prodotto di due elementi c è ancora un tale 
elemento, perchè da 


} 3631 
== PA dj1 %1,1 Lj, 
j 
1...p 
+ A 
OEE 2 dj1 Xil U1,j 3 
- J 


con 7,1 © in in Ái, SI trae 


1.2 1...p 
r , 
ceco = DI dj X1,1 Aij Q1 X1,1 ai, 3 P d;,1 X1,1 41,1 Qi) Aij = 
j, J 
1...p 


= 5 Gi(11 1,1) Mijs 
1 


rm <> "Po iii 
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si conclude che: 

Gli elementi c costituiscono uw'algebra © d’ordine r. 

La corrispondenza fra gli elementi di € e A; posta in evi- 
denza dalla formula 


1.,.p 
c = X üj ti Mj 
j 


mostra che C ed A; sono equivalenti. 
Ma da 


Ajj = 4,1 Aia tij 


risulta che tutte le algebre Ajj, le quali come già sappiamo sono 
dello stesso ordine, sono a dirittura equivalenti; dunque: 

L’algebra C è equivalente a ciascuna delle p algebre Ajj, ed è, 
al pari di esse, primitiva. 

104. Ciascun elemento dell’algebra C è permutabile con ciascun 
elemento dell’algebra R. 

Infatti, da 


1...9 
l = 2 Aja Xi Mja 
j 
segue 
1...p 
Chk = = 41 ir Mj lhk = Anri V11 Ah Ahk = Aha 1 Uke 
j 
e 
1,..p î 
Ank = È Ank da Cra Mj = Ahk Ue Vi Mk = Aha V1 Mk j 
j Hi 


dunque è, qualunque siano h e k, 
CUnk = Ahk; 
il che basta a dimostrar l’asserto. 


105. Adesso sia x un qualunque elemento di A. 
Sarà 
1...p 


0km = È Aji: dik € Uma «dj (ape lP) | 
j 


LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE ECC. 463 


un elemento di C, e sarà 


1.2 1.,.P 1..9 
> Aji Gi = È dj10m14j CU lim = È Ajj = 
ji jl,m j.l 
1...p Lap 
ia Ujj N. 3 a =U LUST. 
j l 


Dalla possibilità di esprimere ciascun elementò di A nella forma 


1...d 
I dj C;1y 
jl 


e dal fatto che l'ordine di A, essendo la somma degli ordini delle 
algebre A4;,, è dato da rp?, si desume, data la permutabilità degli 
elementi di € coi singoli elementi di E, che A è il prodotto diretto 
di C ed R; quindi: 

Ogni algebra semplice che non sia nè primitiva, nè una zero- 
algebra di ordine 1, è il prodotto diretto di un’algebra primitiva e di 
un’algebra regolare di ordine = 4. 

Cosicchè : 

l'ordine di un tale algebra ammette sempre dei divisori quadrati 
diversi da 1. 


106. OSSERVAZIONE I. — Notando che un’algebra primitiva è 
il prodotto diretto di sè stessa per l’algebra regolare di ordine 1 
generata dal suo modulo, può dirsi che: 

Ogni algebra semplice, che non sia una zero-algebra di ordine 1, 
è il prodotto diretto di un’algebra primitiva per un’algebra regolare; 

ma il teorema non è veramente significativo se non quando 
trattisi di un’algebra che sia inoltre non primitiva. 

OssERVAZIONE II. — Più sopra per dedurre che A poteva 
considerarsi come il prodotto diretto di O ed R si è ricorso al fatto 
che le algebre A;, sono tutte dello stesso ordine, 

Giova rilevare, per alcune considerazioni che seguono, che un 
tale ricorso poteva essere evitato dimostrando che la rappresenta- 
zione di un elemento di A nella forma 


1...p 
È jt 6a 
jl 

era unica. 


a re n e Ty o ———————Yw———mtm6m6m0q = — ve... o 
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E questo, dopo quel che già era stato detto, poteva esser de- 
dotto osservando che da 


1...) 
di =D) dj, Cjl 
jl 
sì ricava 
1...p 1... 
Ahk 2 Amh = È Ohi di Cjl Amh = È Api 1 Amh 
il l 
e quindi 
1...p 1...p 1...P 
I Ank Amn = È Aht Okt Omi = S Upi Am Oki = 
h h,l hl 
1p. 
= È Uhh. Ckm = UCkm = kms 
h 
ossia 


Ckm = È An,1-U%,k Xam, AL h 
h 


§ 16. 


LE ALGEBRE DOTATE DI MODULO, MA NON SEMI-SEMPLICI. 


107. Indichiamo con A nn’algebra non semi-semplice, dotata 
di modulo, e quindi non pseudonulla, e, detta Æ la sua sotto-algebra 
eccezionale, supponiamo che l’algebra complementare di questa, 
A — È, che è necessariamente semi-semplice e non pscudonulla, 
sia semplice ma non primitiva. Poi, al solito, se x è un elemento 
di A, indichiamo con [x] la classe mod E che esso individua. 

Siccome A — E non è primitiva, it modulo u di A non è per 
A un automodulo primitivo, ma si può spezzare nella somma, di- 
ciamo, di p (= 2) automodauli primitivi w,,..,%,, tali che il 
prodotto di due qualunque di essi, purchè distinti, sia zero. 

Poi [u] sarà il modulo di A — M, [u], ..., [up] Saranno auto- 
moduli primitivi di A— FE, e sarà 


[u] = fu] +... + [ul 


[u;]- Lex] = [0] ,l=1,..;p;jE 0) 
Se poniamo 


Aji = Uj Au, , 


RO 
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e denotiamo con «;;, nn elemento di A;;, si verifica subito che 
Jta Jt 
quando jı percorre A;r, [æ] ua in A— E la sotto-algebra 


[u;] (A — E) [u]; 


perciò denoteremo quest’ultima col simbolo [A;,]. 

Per quel che è detto nel $ prec., le algebre [A;;] sono tutte 
dello stesso ordine; e fra di esse, quelle per cui j=? sono pri- 
mitive ed equivalenti, quelle per cui jÆ l sonò invece delle 
zero-algebre. 

Quanto ai sistemi A;,, quelli per cui j=} sono delle algebre 
dotate ciascuna di modulo e di nessun altro automodulo; quelli 
invece per cui j +l sono delle zero-algebre, perchè, sotto questa 
ipotesi, è 


Ai = uj A.u uj. A = 0, 
mentre A;, + 0, una volta che [A;:] Æ 10). 


108. Dimostriamo ora che: 
Per le algebre A;ı si ha 


0, best 


Agr Ane == 
ini Li Glam co = lh 


Che per lÆ h sia 
Aju Ank = 0 
è evidente; basterà dunque occuparsi dei prodotti del tipo 


Aja A Lk» 
Essendo 


Aji Aux = U; Au Å k < Uj Au, ’ 


è chiaro intanto che 


(46) Ajst An Z Ajk; 
inoltre, essendo, per il $ prec., 
[A;a] [Aya] = [Aj] 


ciascun elemento di Aj, o è nel prodotto A; Ark, 0 è congruo 
mod E con un elemento ivi contenuto : quindi è pure A; Ax + 0. 


30 


466 


—_—_—_cece,r__——__r—ooc3cogveooro cop avo -—rocoac oa o vogo po 


GAETANO SCORZA 


Dalla (46) discende, in particolare: 


Ajj Ajn S Ajk, 


ma A;; contiene uj, e quindi è 


dunque è proprio 


(47) 


Ajj Aje = Ajk. 


Allo stesso modo si riconosce che è 


(48) 
La (46) dà 


Az Ai = Aja » 


Aji Aij S Ajjj 


e le (47), (48) forniscono 


dunque, se fosse 


Ajj Ajai Arj = Aji Arjy 


Aj1 Arj. A;j = Aja Aij, 


Aja Arj < Ajjs 


il prodotto (non nullo) Aj: A; sarebbe una sotto-algebra invariante 


propria di Ajj, la 
dal modulo, sarebbè 
eccezionali in Ajj. 

Intanto «;, che 


quale, non possedendo Ajj automoduli diversi 
formata, all’infuori di zero, di elementi tutti 


è in Ajj, deve esser congruo mod E con un 


elemento del prodotto A4;,A,;, quindi è 


u=%H e 


con v; (in A; Aj e quindi) in Ajy e con e; in E; inoltre, essendo 
uj e vj in Ajj, anche e; sarà in Ajj. Ora e; o è nullo o, essendo 
eccezionale in A, è tale anche in A4;;, quindi è impossibile, essen- 
do uj il modulo di Ajj, che vj sia nullo o eccezionale in Ajj; dun- 
que è necessariamente 


(49) 


Aja Aj = Aj.j . 
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Dalle (47), (48) e (49) si deduce 
Ajax = Ajj Ajr Arn = Aji Arj Ajr At: Ari 
ma per la (46) e la (49) 


Arj Ajr Arı S Ark Arı = An 
dunque 
Ajx S Ajai Ar Arne = Ajit Arw. 


Questa relazione confrontata con la (46) dà, come volevasi, 
Aja At = Ajk . 


109. Se x; è un elemento di A,;, nullo od eccezionale in A, 
essendo 
jt = Uj Vjt Ur 


è «;, un elemento di u; Eu o, come diremo, di #;,. Viceversa è 
chiaro che ogni elemento di £;: è un elemento di Aj: che, o è 
nullo, o è eccezionale in A. 

Notisi che, se fosse Ej: = A4;,, sarebbe [A4;.]= [0], ciò che non 
è; dunque E;1< Ajı ed esistono in A;, elementi non contenuti 
in Eja- 

Ebbene : 

Se x;ı é un elemento di A;, non contenuto in Ejı, si ha 


zii Ai; = Ajj» 


Siccome æj; non è in £j, [æj] #0; quindi (n° 100) 


(50) [eza] [A] = [A;.;), 
ed è intanto 
Vjal Aij Ss 0. 
D'altronde 
tja Arj Z Ajj 


Cia Arj Ajj = Bju Ag Ajj = ja Ajj, 


dunque zj: Aj è una sotto-algebra invariante sinistra di Ajj. 
Ma, in virtù della (50), uj è congruo mod E con un elemento 
di x;1A4:j, per conseguenza, ragionando come più sopra, si vede 
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che non può essere x; Arj < Ájj, e si conclude, come volevasi, 
Zj Arj = Ajj. 


Allo stesso modo si riconosce che: 
Se x; é in Ajr, ma non in E;i, si ha: 


Arj tjt = Au: 
Aggiungasi che: 
Se x;1 € xp sono elementi di A; ed Arp, non situati in E; ed 
Ein, il prodotto x;1%,n é fuori di E; quindi é in particolare 


Lia tin + 0. 
Infatti è, per ipotesi, 


lo; ul + [0], [æra] + [0], 
per modo che (n° 100) non può essere 
[æj] [2a] = [2-01] = [0]. 


Dalle osservazioni fatte discende poi che: 
Se xjı é un elemento di A;, non contenuto in E;i, esiste in Aij 
un elemento x,; per cui sì ha 


Xj,l Xj = tj; 
e quindi — occorre appena avvertirlo — ,; non è certo in Ej. 


110. Adesso si indichino con 


“1,2, 41,330, Alps 
elementi di 
Ax? ’ A1,3 yeay Aip ’ 


rispettivamente, non situati in 


ni è 
Fig, Eig, e, Pips 
e pongasi 
E a a a e 


Partendo da questi elementi e imitando passo per passo il 
procedimento sviluppato nei ni 101,..., 105, ove parte del ragiona- 


Pl’ TO’ —_ov©o rem @@m@—@—m6@m—@y_ _mo@—_’@@tys’@@’@@ aci —.. -—upptohm"o «pv fà 
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mento del n° 105 si intenderà modificato come è detto nella Osser- 
vazione TI del n° 106, si riesce a trovare in A una sotto-algebra 
regolare R di ordine p? e una sotto-algebra © equivalente ad Aii, 
e quindi dotata di modulo e di nessun altro automodulo, di cui A 
è il prodotto diretto; dunque: 

Un’algebra non semi-semplice dotata di modulo, per cui Valgebra 

. complementare della sotto-algebra eccezionale sia semplice ma non pri- 
mitiva, é il prodotto diretto di un’algebra regolare di ordine 4 e 
di un'algebra dotata di modulo, ma priva di automoduli diversi dal 
modulo. 

a Discende di qua che Vordine di una tale algebra ammette sem- 
pre dei divisori quadrati diversi da 1, e che anche nel caso attuale 
le algebre A;; hanno ordini eguali. 

Avvertasi infine che, in conformità di quanto è detto nel n° 
106, Osservazione I, nel teorema or ora enunciato può togliersi la 
restrizione che l’algebra complementare della sotto-algebra eccezio- 
nale non sia primitiva, purchè in esso si parli soltanto di un’alge- 
bra regolare e non di una tale algebra con l’ordiue > 4. 


111. Si supponga ora A dotata di modulo e non semi-semplice, 
ma A — E non semplice e i simboli u, t; ,..- , Up, Ajr, [Aju] abbiano 
per A gli stessi significati che nei ni precedenti. 

Sarà A — E somma diretta di algebre semplici; poniamo delle 
algebre 


(51) (4 — BW, (A— E)®,..., (A— B)O (t=2) 


Il modulo 


lu] = [e] + -. + [to] 


di A — E è la somma dei moduli delle algebre (51); di più [n° 74 
i)] gli automoduli primitivi [u] di A — E debbono distribuirsi in t 
gruppi, quelli dei singoli gruppi essendo automoduli primitivi delle 
singole algebre (51) e avendo per somma i moduli delle algebre 
x stesse. 
Siano 


[u]; +» 3 [ter]; 


[tnpa]; ee y rtr), 
i e (Pata t=21) 


[trr] ee y Pertra. tre] 
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questi gruppi; per modo che 


ry F etr = p. 
Se 


R ROR DI a E R 


ud — Wrj+.. +e +1 +... tp, 


saranno |], ... ,[«©] i moduli delle algebre (51). 
Si tornino ora a considerare i sistemi 


g= dp Alti 


e tra questi si prendano di mira quelli per cui gli indici j, l ca- 
dono in uno stesso dei £ gruppi di indici 


1, PH Ti 
(52) a oE loogia E 
O SA CI H 
per es., nel gruppo 
eee A 


Per questi sistemi, essendo 
[A;a] = pyl (A — E} [n |= [u] (4 — EY +... + (4 — E X’) [2], 


e, per h #1, 

[u;] (A — B)™ [u] = [0], 
si ha 

[A] = [y] (A — EY’ [u]: 


ma (A — E)® è semplice, quindi ragionando nel caso attuale per 
questi soli sistemi, come nei ni prec. si è ragionato per tutti i si- 
stemi A;,, si perviene a dimostrare che 


1...t1 


> Aju 
jl 


è il prodotto diretto di un’algebra regolare R,, di ordine r?, per 
un’algebra C, a modulo primitivo. 
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Corrispondentemente ai t gruppi d’indici (52) si hanno dunque 
t somme di sistemi A;,, che sono i prodotti diretti 


Ryo 00, a A Oa Rio 0) 


di t algebre regolari R,,..., R, degli ordini r?,...,r?, per altret- 
tante algebre C,,..., C;, ciascuna a modulo primitivo. 

Si consideri ora un sistema A4;; per cui l’indice j cada in uno 
dei gruppi (52) e l’indice in un altro. 

Si verifica subito che 


A = 0, 
e che, stavolta, 
[A; 3] = [u] (4 — E) [w] = [0], 
dunque un tal sistema è sempre contenuto in Æ ed è, o zero, o 


una zero algebra. 
Intanto 


Lap 
A= Z Áj, 
jl 
dunque possiamo dire che 
A= Rk; >< Ci + e + Rx 04 N 


dove N è una somma di sistemi che, o sono zero, o sono zero-alge- 
bre contenute in £. 
Notisi che due, distinti, dei prodotti diretti 


En X Ch 


sono somme di sistemi A;, tali che nessun sistema dell'una somma 
ha un indice eguale ad un indice di un sistema dell’altra; quindi 
è, per h +k, 


(Rn >x< Cn) (Rg >< Cr) = (0, = (0,9) (Ra x Cn) = i 


Inoltre ciascuna di tali somme non ha elementi comuni non 
nulli con la somma di tutte le altre (cfr. n° 99), dunque, se poniamo 


B= ER, x 0,4... + Rx 


B è la somma diretta delle algebre R, >< 0, ; n, Ri >< Oz. 


re 
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Si conclude che: 

Nel caso attuale, Valgebra A è somma di sistemi che sono nulli, 
o zero-algebre contenute in E, e di un’algebra, che è somma diretta 
di prodotti diretti di algebre regolari per algebre a modulo primitivo. 


$ 17. 


COSTANTI DI MOLTIPLICAZIONE, PARAMETRI, MATRICI, 
DETERMINANTI DI UN ELEMENTO. 


112. Sia A un’algebra d'ordine n nel corpo /' ed 


Uj 3 000 T 
un suo gruppo di unità. 
Se le coordinate del prodotto w;v; (rispetto ad w,,..,tn) Si 
indicano con 


Vij.k (=, 790) 
ossia si pone 
1...n 
Ui tj = I Vij.k Uk ETAT 
k 


gli n? numeri y;jx si dicono le costanti di moltiplicazione di A 
(rispetto alle unità considerate). 
Siccome deve essere, qualunque siano î, j, l 


(ui uj) U, = Ui (w wi), 


essendo 
l...n 
(Ui Uj) w = I Vi,j,k Ykdhn Uh 3 
k,h 
e 
8 


thi (j 04) = I Yj,t,k Vieh Uh 3 
k,h 
dovrà essere, qualunque siano è, j, l, è, 


La Ln 


(53) 2 Vi,j.k Ylet,h = Ž Viik Vi,k,h » 


Sono, queste, nt relazioni, cui gli në numeri y;j;x debbono ne- 
cessariamente soddisfare, perchè essi possano essere considerati 
come le costanti di moltiplicazione di uw'algebra di ordine n (99). 


(59) Si ricordi che qui diciamo algebra, senz’altro, ciò che altri direbbe al- 
gebra associativa. 
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Tra poco questo risultato sarà invertito; e quindi le (53) sono 
atte a caratterizzare le costanti di moltiplicazione. 

Avvertasi che se lalgebra A è la somma diretta di due alge- 
bre A, e A, e queste sono generate rispettivamente dalle unità 


Dooa p Uy Uri gog Uan 


sono nulle tutte le yije per cui non accade che, tutti e tre gli in- 
dici i, j, k capitino, o nella serie 1,..., m, o nella serie m + 1,...,. 


113. Perchè l’algebra A sia commutativa occorre e basta che 
sia 
Wi Uj = Ut (9 = ila) 
dunque: 
L'ulgebra A è commutativa quando, e solo quando, è 


Kajik Z Viji,k y 
qualunque siano gli indici i, j, k. 


114. Siano x ed y elementi di A con le coordinate É e i, e 
si indichino con le ¢; le coordinate del prodotto wy. 
Siccome 
1... 1... 
xy = SR Nj Wi Wj =F Yije Ši Nj Ury 


sarà 
1... 
Cn = I Yije Či Nj + 
ij 
In particolare, se le coordinate di xu; sono le 


(54) Cal SUO] Esa $ 


e quelle di «;x sono le 


(55) Ehra Simo 
si ha 
1...n 
(56) ir = Z Yjiktjy 
j 
e 
, 1... 
(57) Sim = Î Yija bj » 
j 
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Le matrici d’ordine n 


Ho = || Fal, a = || Ei | 


si diranno matrici, sinistra e destra, dell’elemento x, e i loro de- 


terminanti 
OL] li SN l 


si diranno anche determinanti , sinistro e destro, di x. 

Le È;x e le ię sono poi ciò che chiameremo i parametri, sini- 
stri e destri, di a. 

Avvertasi infine che, in conformità delle posizioni ora fatte, 
le matrici e i determinanti di un elemento saranno sempre indicati 
apponendo come indice il simbolo dell’elemento ai simboli x, w’, ô, ô’. 


115. Se l’elemento x si considera come l'elemento corrente di A, 
cioè se le É; si considerano come variabili indipendenti (nel campo 
di variabilità /"), le matrici e i determinanti di x si diranno anche 
matrici e determinanti dell’algebra A. 

Se A è dotata di modulo, i parametri sinistri e destri del mo- 
dulo sono tutti nulli, tranne quelli con gli indici eguali, che sono 
eguali a 1; quindi le matrici, sinistra e destra, del modulo coinci- 
dono entrambe con la matrice identica d’ordine n, e i determinanti, 
sinistro e destro, del modulo sono eguali entrambi a 1. 

Aggiungasi che: 

a) Le caratteristiche o le nullità, sinistre e destre, di æ sono 
le caratteristiche o le nullità delle matrici, sinistra e destra, di x; 

b) L’elemento x è un divisore sinistro (destro) dello zero quando, 
e solo quando, non è nullo e il suo determinante sinistro (destro) è nullo ; 

c) L’algebra A ammette modulo sinistro (destro) quando, e solo 
quando, il suo determinante sinistro (destro) non è identicamente nullo ; 

d) L’algebra A ammette modulo quando, e solo quando, nessu- 
no dei suoi due determinanti è identicamente nullo. 

Se l’algebra A è la somma diretta di due algebre A, e A, e 
queste sono generate, rispettivamente, dalle unità %,,..,Um € 
Um+13 +3 Un, tra i parametri, sinistri o destri, dell'elemento x sono 
nulli tutti quelli per cui un indice cade nella serie 1,..,m e lal- 
tro nella serie m -|- 1,...,#; inoltre se 


x = 2 + t, 


con 7, in A, e v in A,,i parametri sinistri (destri) rimanenti di 
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x sono i parametri sinistri (destri) di «, in 4, e z, in A,. Quindi 
nel caso attuale: 

La matrice, sinistra o destra, di x è composta (°) con le matrici 
omonime di a, in A, e x, în A,, 0, ciò che fa lo stesso, è la somma 
delle matrici omonime di x, e x, în A; e il determinante di x, sini- 
stro o destro, è il prodotto dei determinanti omonimi di x, in A, € 
X, in Ap. 


116. Se « è un qualunque numero di T, si ha 
(58) Max = Alu, Has = Afix, 
(59) dan =" dg, Öar = 2" dr; 
inoltre per le matrici della somma dei due elementi x ed y si ba 


(60) Baty = He F My, Hoty ME + Hy. 


Ciò porta che le matrici, sinistra e destra, di « si possono 
esprimere mediante le matrici omonime delle unità «,,.., Un con 
le formule 


(61) Ha = È Bu, + "o F En Hun? 
(62) pie st È Hu, + "o + Èn 773008 . 


117. Per le matrici, sinistra e destra, di y e del prodotto æy 
si ponga 
sy = ||] uy = || mix], 
Hay = || Cell Hay = || Eix Il 
Sarà 
1... 
Cik = 2 Vrti Vj, k My 
jh, 
ossia, per le (53) 
1...n 
Cin = Z Mij jks 
j 
e quindi 


(63) Moy = My Po è 


(7°) Per la definizione di matrice composta vedi loc. cit. (i), pag. 290, 
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Così è 
1...n 
it = È YhyjVij,e ERMi 

j,h,l 

ossia, per le (53), 
1...n 
tie = DE; 
F i 

e quindi 
(64) Hay = Ha fly- 


Dalle (63) e (64) si deducono per i determinanti sinistri e de- 
stri di x, y, xy le relazioni 


(65) Dr ii O 
(66) dry = Ôr Ôy 


Dalle (63), ... , (66) segue che se r è un qualsivoglia intero po- 
sitivo si ha 


(67) hor = By Myr = Hg 
(68) dr = 0r, Ôr = O; 


e quindi, tenendo presenti le (58) e (60), si ha che: 


x 


Se g(x) è una qualunque funzione razionale intera di x, le ma- 
trici, sinistra e destra, di g(x) sono date da 


legim = 9Y (ux) ligue) ell (j) 3 


dove il significato delle notazioni g (xx) e g (uz) è chiaro di per sè 
ed è ben conosciuto. 


118. Se x è un nullifico sinistro di A. ys [n° 115, a)] deve 
avere la nullità n, quindi ha da essere 


Ha = 0. 


Viceversa, se questa condizione è soddisfatta, senza che sia 
x=0, x è un nullifico sinistro di A. 
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Segue che: 
L’algebra A ammette nullifici sinistri quando, e solo quando, le 
matrici 


Mugs Kuz ge 3 Kun 


sono dipendenti in T. 

Analogamente si ha che: 

Dalgebra A ammette nullifici destri quando, e solo quando, le 
matrici 


' I ' 
Pur Muggs Mu, 


sono dipendenti in I. 

Ora se l’algebra A ammette nullifici sinistri (destri) non am- 
mette moduli destri (sinistri), dunque: 

Se A ammette moduli sinistri (destri), le matrici destre (sinistre) 
delle unità uj sono indipendenti in T. 

Segue che: 

Se A ammette modulo sono indipendenti, in T', tanto le matrici 
sinistre quanto le matrici destre delle unità uj. 

Allora, basta tener conto delle osservazioni fatte nei ni 116 e 
117, per dedurre che: 

Se A ammette modulo, le matrici destre degli elementi di A co- 
stituiscono un’algebra equivalente ad A e le matrici sinistre degli 
elementi stessi costituiscono un’algebra reciproca ad A. 


119. Dimostriamo ora che: 

Ne le yiju sono n? numeri del corpo I soddisfacenti alle nt re- 
lazioni (53), esiste un’algebra — unica, rispetto alla relazione di equi- 
valenza — di ordine n, e in questa un gruppo di unità, tale che 
rispetto ad esso V’algebra abbia per costanti di moltiplicazione appun- 
to le Vi.j,k è 

Si definiscano (n + 1)? numeri 


Vaitoa 1, -+ 1), 
ponendo 


Yhlim = Yh lm y 


se nessuno dei tre indici h, l, m supera n; 


PL = Pinti 5 
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per l= 1,...,n-|-1,e 
Yhi,m = 0, 


per tutti gli altri casi in cui uno, almeno, dei tre indici è n + 1. 
Poi si indichi con v; (l= 1,.., n + 1) la matrice d’ordine n + 1 


lim || (pope db dre 
Grazie all'ipotesi fatta sulle y;jx Sarà 


1...n+1 1...11+1 
I , Ù . = . 
PA Yh;l,m Ym, r,s ~ 2 Ylr,ım Yh,m,s (h, k, T, 8 = l, w h + 1) 3 
m 


n 
quindi (cfr. il ragionamento del n°117) per le n 4- 1 matrici v, sarà 


1...n+1 s 
(69) NYh = È Yihm”m: 


m 


Intanto le n- 1 matrici », sono indipendenti in 7, perchè la 


relazione 


1...nt1 
PSE ZIA 
l 


con le æ in T, equivale alle (n + 1)? relazioni 


1...n+1 j 
z x Yh,m = 0 (9 =, 


e da queste per h =n +1, segue 


1...9+1 
1 - 
È MYntihm= Cm = 0; 
l 


dunque in base alle (69) le n + 1 matrici in discorso costituiscono 
un grappo di unità di un’algebra A” d’ordine n + 1, avente per 
costanti di moltiplicazione le yalm, ® dotata di modulo, questo es- 
sendo la matrice v,,4,. 

Entro quest’algebra le matrici 


(70) vi, 


dànno una sotto-algebra A di ordine n con le costanti di moltipli- 
cazione y;jx rispetto al gruppo di unità (70). 
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Avvertasi che se le y;;jx, oltre a soddisfare alle condizioni (53), 
sono tali che le matrici d’ordine n date da 


v= I Vi.j.k I (i, k =1,..., n), 


per j= 1,...,® risultino indipendenti, per costruire un’algebra 
avente le costanti di moltiplicazione y;;x basta considerare queste 
n matrici. 

Nel ragionamento fatto è implicitamente contenuto il seguente 
bel teorema di C. S. PEIRCE (7): 

Un’algebra è sempre equivalente a un’algebra di matrici quadrate, 
cioè a una sotto-algebra di un’algebra regolare. 

Siccome dal punto di vista astratto, algebre diverse, ma equi- 
valenti possono riguardarsi come aspetti concreti diversi di una 
stessa algebra astratta, questo teorema può anche enunciarsi dicen- 
do che: 

Un’algebra si può sempre pensare come sotto-algebra di un’alge- 
bra regolare. 

Un’osservazione analoga si tenga presente per intendere bene 
il significato della proposizione del n° che segue, e qualche altra 
affermazione successiva. 


120. Se l’algebra A, è il prolungamento dell’algebra A in un 
corpo /",, e come unità di A, si scelgono le stesse unità di A, le 
costanti di moltiplicazione di A, sono quelle di A, 

Da ciò e dal teorema precedente segue subito che: 

Se il corpo numerico T, contiene il corpo numerico T, ogni alge- 
bra definita in T è prolungabile nel corpo T. 


121. Se in A si passa dalle unità uj alle unità U; con 


1... 


U; = til; (J = i, 0) 


e | t;:| +0, le costanti di moltiplicazione x, rispetto alle unità 


(75) Per la storia di questo teorema, attribuito talvolta erroneamente al 
WeyR, vedi H. TABER, loc. oit. (3), pag. 511. Avvertasi pure che questo teorema 
implica l'osservazione del Poincaré sullo stretto legame fra la teoria delle al- 
gebre e quella dci gruppi continui detti dal CARTAN bilineari. Vedi H. PoINcARÉ, 
Sur les nombres complexes [Comptes Rendus hebdomadaires des seances de l’Acade- 
mie des Sciences (Paris), t. XCIX (2e semestre 1884), pp. 740-742]. 


-A 
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U; sono date da 


1... 


+ 
Iiris = E Gi Tht Tom Vilms 
il, m 


essendo tj; il reciproco di 7;; in |qji]; e i parametri sinistri e de- 
stri dell’elemento æ rispetto alle unità U; sono dati da 


l...n 
fonti Lia ata 1 
Sk,s = A Thl ts,m Gta ’ 
l,m 
1...n 
mr ' SA 
kg = Zi Th l Tg, lm , 
lm 


quindi : 
Per un cambiamento di unità i valori dei determinanti sinistro 
e destro di un elemento restano inalterati. 


§ 18. 


TEOREMI DI OAYLEY E DI FROBENIUS. EQUAZIONI FONDAMENTALI 
ED EQUAZIONE MINIMA DI UN’ALGEBRA. 


122. Sia u una matrice qualunque di ordine n, e v la matrice 
identica dello stesso ordine, con gli elementi in un corpo numerico T, 

Si indichi con x, la matrice trasposta dell’aggiunta di u e con 
| u| il determinante di u. Sarà 


Hlo = ho A = | n | v. 


Se è = 
u = || æa || 
ed 
0, se j+ I, 
€; == { 
1, se j =l, 


indicando con una variabile, si chiamano, come è noto, funzione 
caratteristica ed equazione caratteristica di u, la funzione 


JE = | eja — gut] 


cioè il determinante della matrice 4 — čv, e equazione 


O= 
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Ciò posto, si ha il seguente importante teorema di CAYLEY (7?) : 
La funzioni razionale intera di u data da 


J) 


è nulla. 
Se (u — v) è la matrice trasposta dell’aggiunta di u — év, si ha 


(u — Ev) = PO + r E +... + pl) ENI, 


indicando con »9, »0, ...,x*-D delle convenienti matrici d’ordine n, 
con gli elementi in IT; quindi, se si pone 


SE) = ao F a EH o + and" [an = (— 1)"], 


essendo 


(71) (u — Ev (u — v) = f (£) v, 


sarà, eguagliando nei due membri di questa relazione i coefficienti 
delle potenze di É con gli stessi esponenti, 


o = 
y®™ u = A 
1 (0) — 
vilu—»r0 = av 


p2) f3 — pD) = Zo v 


-p 
— P = nV. 


Di qua, moltiplicando successivamente, a destra, per v, H, #°,..., U” 
e sommando, si ricava 


xo V F ay y F e F an u” = O, 


(72) Vedi a proposito di questo teorema famoso le notizie bibliografiche con- 
tenute nella Encyclopédie des Sciences Mathématiques pures et appliquées, loc. cit. 
(8), pag. 418, annotazione (7). Alle citazioni che ivi si danno va aggiunta la 
seguente: O. PERRON, Zur Theorie der Matrices [Mathematische Annalen, Bd. 64 
(1907), pp 248-263]; inoltre va notato che la dimostrazione ivi detta «la secon- 
de demonstration de G. FROBENIUS », cioè, quella riprodotta nel testo, per quanto 
il FROBENIUS stesso dichiara nella Memoria che la contiene, è la dimostrazione 
del PascH. 


31 


bende = n x n ad a Å O a e 
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cioè, come volevasi, 


S(p)=0. 


123. Se con 0 () si indica il massimo comun divisore dei poli- 
nomi in å (con i gradi < n — 1) che costituiscono gli elementi di 
(u — Ev), © si indica con q il grado di Ø (£), potrà porsi 


(u — Evo = 0 (È) u, , 
denotando con m, una conveniente matrice i cui elementi siano po- 


linomi in £, coi coefficienti in J, di gradi < n — 1 — ọ, e primi tra 
di loro; e quindi sarà pure 


(u — Eolo = P(B) p + VET. + feta feta], 


le x” ,... , p”—1—e) essendo delle convenienti matrici, di ordine n, con 


gli elementi in I°. 
Intanto 0 (è) è evidentemente un divisore di f(¢), dunque posto 


F(E) = 0 (6) y (8), 
dalla (71) si trae 


DO + 0 E +. + feto Enie] (a — Ev) = y (È) v. 


Di qua, ragionando come più sopra, si deduce che : 


` 


Non solo f(u), ma addirittura (u) è nulla. 
Dico ora che: - 


y (8) = 0 


è l’equazione minima della matrice u. 
Infatti sia F(É) un polinomio, coi coefficienti in J’, tale che sia 


(72) P(u)=0. 
Se 7 è una ulteriore variabile, sarà 
(73) F (è) — F (n) = G (&, n)(n— 2), 


e G(Ẹ, 7) sarà un polinomio coi coefficienti in I°. 


be aii a —_—po——_—_———214—— I O II nti “a a 
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Dalla (73), ponendo 4 al posto di 7, e ricordando la (72), si trae: 


F (È) v = G(È, u) (u — Ev). 


Ma è 
y (È) v = p, (u — Év), 
dunque 
(74) W (5) @ (È, u) (u — $v) = F ($) p, (u — $v); 
e di qua, come è facile persuadersi, 
(75) Y (È) G (È, u) = F (8) m» 


E infatti se il corpo numerico /' è infinito, è certo che dalla 
(74) discende la (75), perchè | u — v | non è certo nullo per ogni 
valore di ¢; ma allora la (75), che esprime n? eguaglianze fra poli- 
nomi, verificabili con un calcolo diretto, sussistendo per il caso in 
cui /' è infinito, sussiste in ogni caso. 

In base alla (75), i prodotti di F (¢) per i singoli elementi di x, 
sono tutti divisibili per y ($); ma gli elementi di x, sono polinomi 
in È primi tra di loro, dunque w(É) è un divisore di F(È), e ciò 


prova che 
y (È) = 0 


è Pequazione minima di y. 
È questo un notevolissimo complemento del teorema di CAYLEY 
dovuto al FROBENIUS (73), 


124. Il teorema di CAYLEY permette di dedurre che: 

Uwalgebra regolare di ordine p? è del rango p. 

Si supponga, come è lecito, che Palgebra data sia quella delle 
matrici d’ordine p con gli elementi in un corpo numerico assegnato. 

Tra queste matrici si dica 4 quella che nella riga j"* ha nulli 
tutti gli elementi tranne quello appartenente alla colonna (j + 1)", 
che è eguale a 1, dove j + 1 sta per 1 se j = p. Indicando con v 
la matrice identica, compresa tra le stesse matrici, si ha per x 


p—ov=0, 


(73) G. FBOBENIUS, a) Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen [Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 84 (1878), pp. 1-63], pp. 11-12; 
e b) Uber vertauschhare Matrizen [Sitzungsberichte der Königlich. Preussisohen 
Akademie des Wissenschaften (1896), pp. 601-614]. Vedi anche C. ROSATI, loo. cit. 13}. 
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mentre 
MPI, pP y naag ig V 

sono indipendenti. 

Si conclude che u è del rango p. 

Intanto, per il teorema di CAYLEY, nessun elemento dell’algebra 
è di rango superiore a p, dunque il rango dell’algebra è p e la sua 
equazione minima, di grado p, è fornita appunto dal teorema di 
CAYLEY. 


125. Sia ora A un’algebra di ordine n nel corpo / con le unità 
e de, 


e siano le y;;x le relative costanti di moltiplicazione. 
Se le matrici, sinistra e destra, dell’elemento corrente x di A 
sono 
Ba = || Sal: #5 || Šia ll, 


le funzioni caratteristiche 
(g= nE lo (e= ens ly 


di zz © uy Si diranno determinanti caratteristici, sinistro e destro, di 
x o di A (una volta che x è l'elemento corrente dell’algebra) e si 
indicheranno con 


Ar (E) e 4y (8) 


Ciò posto, si supponga che Palgebra A sia dotata di modulo. 
In base al teorema di CAYLEY è 


da (us) = 0, A (14) =0; 


ma le matrici uy, us al variare di x in A descrivono, sull’ipotesi 
fatta, due algebre delle quali una è reciproca, l’altra è equivalente 
ad A, dunque è pure 


(76) Ax (£) =0,  As(0)=0. 
Si supponga invece che A sia priva di modulo e, com'è lecito 


(cfr. n° 119), si pensi A come sotto-algebra di un’algebra A‘, di or- 
dine n + 1, dotata di modulo. 
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Se questo è %,4;, le costanti di moltiplicazione y}xm di A' 
rispetto alle unità «,,..., Uns +1 SÎ ottengono da quelle di A po- 
nendo 


Yh,k,m = Yhk,m 3 


se nessuno dei tre indici h, k, m è superiore ad n, 


Yatikk = Vim+1e = 1 
per k = 1,..,#4-1, 6 


Vh,k,m = 0 


per tutti gli altri casi in cui uno, almeno, dei tre indici è n -+ 1; 
quindi le matrici, sinistra e destra, dell’elemento x, concepito come 
elemento di A', si ottengono da zy e u, orlandole con una colonna 
di elementi tutti nulli e una riga costituita dalle coordinate È,,...3Énr 
0 di x; e i determinanti caratteristici, sinistro e destro di æ in A’ 
sono dati da 


Ara = — FA ($) = Aol) = — E4z(8). 


Applicando ad A’ l'osservazione fatta più sopra per A nel caso 
dell’esistenza del modulo, si trae che stavolta è 


Ax (a) = 0, dia (a) = 0. 


Le equazioni 


o le equazioni 
EA (È) = 0, EA (8) “= 0, 


secondo che A è dotata o priva di modulo, si diranno le equazioni 
fondamentali, sinistra e destra, di x o di A (una volta che ~ è Pele- 
mento corrente di A) (74). 


(74) Diciamo dunque fondamentali le equazioni che altri dice caratteristiche; 
vedi per es, E. L. DicKkson, loc. cit. (°), pag. 17. Abbiamo fatto questo perchè 
nell’algebra di tutte le matrici d'ordine p con gli elementi in un determinato 
corpo numerico, nella quale le due equazioni fondamentali coincidono, l'equazione 
fondamentale dell’alyebra non è da confondere come qualcuno fa, con l'equazione 
caratteristica dell'elemento corrente, intesa per quest’ultima equazione quella che 
a questo modo viene denomwinata da tutti gli autori nella teoria delle matrici. 


—_— 


ii 
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Notisi che: 
Se A è dotata di modulo e questo è u, è determinanti caratteri- 
stici di x 


As (E) e 4z(£) 
non sono altra cosa che i determinanti 

Oneu € den 
dell'elemento x — Eu. 


126. Il teorema di FROBENIUS dà modo di dedurre dalle equa- 
zioni fondamentali di un’algebra la sua equazione minima. 

Infatti, mantenendo le notazioni precedenti e limitandoci al caso 
in cui A è dotata di modulo, una volta che l’altro si riporta a 
questo nel modo or ora indicato, si ha subito che il primo membro 
f(é) dell'equazione minima di A si può ottenere da 


As (ë) o dalë) 


dividendo Puno o l’altro di questi determinanti per il polinomio in é 
che dà il massimo comun divisore dei suoi minori d’ordine n — 1. 
Posto 


An (È) =S (6) 0(6), Aa (E) = F (E) 0' (8), 


i polinomi f(é), 0(£é) e 0'(É) sono univocamente determinati quando 
si ponga che il coefficiente della più alta potenza di £ in f(£) sia 
1, e quindi quelli di 0 (é) e 0’(£) siano entrambi eguali a (— 1)"; 
dopo di che, essendo i coefficienti di È in 4,(€) e 4:(é) funzioni 
razionali intere delle È, ,...,éx,, tali saranno pure quelli di £ in f (é), 
0 (È) e 0' È). 

Aggiungasi che: 

I fattori irriducibili distinti di Ay (E), A» (E) ed f (€) sono gli stessi, 

Che ogni fattore irriducibile di /(É) sia un tal fattore per 4, (é) 
e Ax (£) è evidente; quindi basterà far vedere che se, ad es., y (š) 
è un fattore irriducibile di 4, (£), questo è pure un fattore irridu- 
cibile di f (€). 

Infatti siano [w(é)]" e [w(£)]f le potenze di wọ (£), con esponenti 
massimi, che entrano in 4, (È) e 0(é) rispettivamente. 

Il determinante aggiunto di 4,(£) sarà divisibile per [w(£}]"#; 
ma esso è uguale alla potenza (n — 1)"® di 4,(£) e quindi è divisi- 
bile per [y (x) e non per una potenza di y (€) con esponente 


ui e «scena — ceo (ene " sai OG R/V) C 
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più elevato, quindi è 


np <S (n — 1)a. 
Di qua risulta 


BZRA&; 


cosicchè y ($) entra in /(£) con l'esponente positivo a — f. 


$ 19. 


ALCUNE OSSERVAZIONI SULL’ EQUAZIONE MINIMA 


127. Se Valgebra A è dotata di modulo ed è la somma diretta 
delle algebre A, e Ag, il primo membro dell’equazione minima di A 
è il prodotto dei primi membri delle equazioni minime di A, e Ag (1°). 

Sia x l'elemento corrente di A. Posto 


a=x,+%, 


con x, in A, e x, in A,, saranno 2, e x, gli elementi correnti di 
A, e Ay; © se le coordinate di #, e s, in A, e A, sono le EM, ¿9 
(i = 1,. , n4; j = l, e., ng, dove n, ed ng sono gli ordini di A, e 
A) le ¿0 e #” tutte insieme potranno pensarsi come le coordinate 
di æ in A. 

Siano ora 


f(E)= 0, fi (E) = 0, = 


le equazioni minime di A, A, e Ag. 
Sarà 


f(a)= 0, 
e quindi [u° 74, f)] 


fS@)=0, S)=0. 


(75) Per questo teorema da attribuire allo Srupy, vedi G. ScuEFFERS, loc. 
cit. (38), pag. 320, ove si rimanda alla Memoria dello Srupy, Recurrirende Reihen 
und bilineare Formen [Monatshefte für Mathematik nnd Physik, II Jahrgang (1891), 
pp. 23-51]. Quivi il teorema si presenta come proposizione riguardante non le 
algebre riducibili, ma le serie ricorrenti, argomenti la cui stretta affinità è messa 
in luce appunto dagli sviluppi dello SrupY. 

La dimostrazione del testo sembra la più diretta e la più semplice possibile. 
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Segue che f(¢) è divisibile per f, (£) ed fa (£) e quindi anche 
per il loro minimo multiplo comune. 
D'altronde, se un polinomio F'($) è divisibile per f,(£) ed falé) è 


F(e)= F (x3) = 0, 


e quindi anche 


dnnque f(é) è il minimo multiplo comune di f, (£) ed fa (£). 

Ora i fattori irriducibili di f,(É) sono indipendenti dalle $2 , 
quelli di f, (£) sono indipendenti dalle È; i determinanti caratteri- 
stici di x, in A, e di x, in A, non hanno fattori irriducibili comuni 
indipendenti dalle £ e dalle É®, perchè un tal fattore non potrebbe 
essere che £, e questo è impossibile una volta che A, e A, sono 
dotate di modulo e quindi quei determinanti non sono privi di ter- 
mine noto; dunque f; ($), fa (£) sono primi tra loro e il teorema è 
dimostrato. 


128, L’algebra A sia dotata di modulo e di sotto-algebra ecce- 
zionale propria E. 
Se n, m sono gli ordini di A ed F, si può supporre che le unità 


Up og Uro 
costituiscano un gruppo di unità di F, e se 


v= È, Wi -+ te. + T Um + Empi Umt + ses + Sn Un 


è l'elemento corrente di A con le coordinate È, ,..., É,, Si possono 
riguardare le £,,41; +, én come le coordinate dell’elemento corrente 
[e] di A — E individuato da w, rispetto alle unità [u,m+1]; —.., [tn] di 
A — E corrispondenti agli elementi %,,41, ees n di A. 

Naturalmente le costanti di moltiplicazione di A — E rispetto 
a queste unità si otterranno dalle costanti yiju di A — E, conside- j 
rando fra queste solo quelle in cui nessuno dei tre indici è inferiore 
ad m+ 1. 

A proposito delle equazioni minime di A ed A — E sussiste il 
seguente teorema: 

Se Vindice di E èr e le equazioni minime di A ed A — E sono 


PE = e g (ë) = 0, 
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[p (Er è divisibile per f(E), ed f(E) è divisibile per g(£) (19). 
Da 
g (le) = 0), 


g (x) = 0 (mod. E), 


si trae 


ossia che (x) è un elemento di E. Ma E ha l'indice r, dunque 
[p (x) = 0, 


e |p (£) è divisibile per f (¢). 
Inversamente da 


fœ) = 0 
segue 


S (2) = [0], 


dunque f(¢) è divisibile per  (£). 

Dal teorema dimostrato risulta che : 

Se f (E) è irriducibile, o anche se f(E) è riducibile, ma i suoi fat- 
tori irriducibili sono tutti differenti, è 


JE) = g (È) 


§ 20. 
LE ALGEBRE COMPLESSE 


129. Per brevità di discorso diremo algebra complessa un’alge- 
bra che sia definita nel corpo degli ordinari numeri complessi. 

Da quanto è detto nel n° 126, ricordando che nel corpo degli 
ordinari numeri complessi ogni polinomio in una variabile è decom- 
ponibile in un prodotto di fattori lineari, si ricava subito che: 

In un’algebra complessa dotata di modulo le radici distinte del- 
l'equazione minima di un elemento qualunque sono le radici distinte 
di ciascuna delle due equazioni fondamentali dell’elemento stesso. Inol- 
tre le moltiplicità di una radice dell’equazione minima per le due 
equazioni fondumentali sono entrambe non inferiori alla moltiplicità 
della radice stessa per Vequazione minima (1). 


(8) Loc. cit. (7), pag. 102. 
(17) Q. SCHEFFERS, loo. cit. (38), pag. 304. 


it a 
| —_ 9 —— — — ——_ _,.- 1 
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130. Si consideri in questo n° e nei successivi un’algebra com- 
plessa A di ordine n col modulo w. 

Se le radici dell’equazione fondamentale sinistra (destra) dell’ele- 
mento x di A SONO &,}%930103%n, € 


y = g (x) 


è una funzione razionale intera di x, il determinante sinistro (destro) 
di y è dato dal prodotto 


g (æ) 9 (CA) va 9 (An) 


Si supponga che le &,,.., a, Siano le radici dell’equazione fon- 
damentale sinistra di x 


Az (E) = 0; 
Posto 


oa E Ei (et r a E P Pog 
e indicati con y4 5.. Ym gli zeri di g(#), si ba 
y = g (2) = po (® — yy) (1 — Ym U); 


quindi si ha per il determinante sinistro di y: 


Òy = Bo Ònyu ” dry , 
ossia n 
ôy TE Br Aa (73) +e Ax (Ym). 
Ma è 


Ba Ax (74) su Ao (Yam) lf (2,) “g (Xn); 
dunque, come volevasi, 
do) = I (24) + 9 (Xn) 


131. Se le radici dell’equazione fondamentale sinistra (destra) di 
CASONOMANR AAE 


y = g (2) 


“titti n teli. 


heating, 1 Cd __r/ rtrr-l&gi car. o_._Trazerr_r_nteo_ nea sera -0o-. ren _!1 ho nese tr Pa aa 
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é una funzione razionale intera di x, le radici dell’equazione fonda- 
mentale sinistra (destra) di y sono date da 


I (%4); +39 (&n) (78). 
Si ponga infatti: 
Ma) = g(e) — èu. 


Il primo membro dell’equazione fondamentale, per es., sinistra 
di g(x) sarà dato da 


Ars) (f)= Ögiæ;j—gu e da) 5 


dunque, per il teorema prec., se x,;..,a, sono le radici dell’equa- 
zione fondamentale sinistra di x, sarà 


Ag) (È) = Ma)... Man) = [g(a,) — El- [g(2n) — €]; 
e ciò significa appunto che gli zeri di Agw) (£) sono gla), g(4n). 


132. La somma delle radici dell’equazione fondamentale sinistra 
(destra) dell'elemento x di A si dice traccia sinistra (destra) di æ e (79) 
si indicherà con 0, (con o) Essa è una forma lineare delle coor- 
dinate di x, i coefficienti essendo formati con le costanti di molti- 
plicazione; precisamente è 


N 1... 
I 
Os = Ž YijjŠi, Os = Z Yjij fi. 
ij ij 


Se « è un qualunque numero complesso, è chiaro che: 


(77) Con = 4g) Can = 05} 


(78) Questa proposizione generalizza la così detta legge di latenza del SYL- 
VESTER. 

(°) L'introduzione di questi caratteri di x è dovuta al FROBENIUS, loo. cit. (8), 
Con uno di essi si è incontrato quasi contemporaneamente il TABER nella sua 
Memoria citata in (ë). Sn questo proposito il TABER è ritornato poi con le sue 
Memorie: a) The scalar functiona of hypercomplex numbers [Proceedings of the Ameri- 
can Academy of Arts and Sciences, vol. XLI (1905), pp. 59-70]; b) On the scalar 
functions of hypercomplex numbers [ibia., vol. XLVII (1913), pp. 627-667] nelle 
quali i caratteri in discorso sono considerati entrambi. Egli chiama funzioni sca- 
lari di x quelle che secondo la nomenclatura del FROBENIUS adottata nel testo 
sarebbero da dire le tracce di x divise per l’ordine dell'algebra A. 


| ieri tei 1 rara n e sno = = >..0 a ——_ a 
i 


- —— A —@ 


492 GAETANO SCORZA 


e se y è un elemento qualunque di A, è pur chiaro che: 


(78) Ox-}y 22 Os F Oyi» A E 


Badando poi alle relazioni che legano le costanti di moltiplica- 
zione si verifica subito che è 


(79) da a Ory = Oyz - 


Le tracce del modulo sono entrambe eguali ad n. 
Se un elemento è nullo o pseudonullo, la sua equazione mini- 


ma è della forma 
e 


ossia è a radici tutte nulle; dunque sono a radici tutte nulle anche 
le sue equazioni fondamentali, e Ie sue tracce sono entrambe nulle. 
Segue che se x è per A un elemento nulio o eccezionale, è 


qualunque sia l’elemento y di A. 
Viceversa, suppongasi che per v sia 


Oxy = 0, 
comunque y varii in A. 
Se r è un intero positivo => 2, sarà 


eg) = royalty = 0, 


quindi è 
Coa = _ 
qualunque sia l’intero positivo t. 

Ora l’equazione fondamentale sinistra di (xy) ha per radici (u° 
13I) le potenze #esime delle radici dell'equazione fondamentale sini- 
stra di xy; dunque l’equazione fondamentale sinistra di xy è tale 
che per essa è nulla la somma delle potenze ¿ime delle radici, qua- 
lunque sia t. Segue che essa è a radici tutte nulle e che quindi xy 
è nullo o pseudonullo. 

Ciò significa che x è nullo o eccezionale. 


133. Le osservazioni precedenti forniscono un criterio, di assai 
comoda applicazione, per decidere se un’assegnata algebra comples- 
sa dotata di modulo è, o no, semi-semplice. 
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Si costruisca la traccia, ad es., sinistra oyy, del prodotto di due 
elementi x ed y dell’algebra, che risulta per la (79) una forma bili- 
neare simmetrica nelle coordinate di x ed y; e si scrivano le equa- 
zioni lineari omogenee nelle coordinate di x che si ottengono annul- 
lando le derivate parziali di questa forma rispetto alle coordinate 
di y. 

L’algebra data sarà semi-semplice, o non semi-semplice, secondo 
che le equazioni in discorso sono risolubili, o no, con valori non 
tutti nulli delle incognite. 

Annullare le derivate parziali di osy rispetto alle coordinate di 
Y, Siccome 0,, è Simmetrica, equivale ad annullare le derivate par- 
ziali della forma quadratica cy: delle coordinate di x, rispetto a que- 
ste coordinate stesse ; quindi : 

L’algebra data è semi-semplice o no, secondo che la forma qua- 
dratica os» é a discriminante diverso da zero o eguale a zero. E nella 
seconda alternativa la nullità del discriminante é Vordine della sotto- 
algebra eccezionale (89). 

134. Se un’algebra complessa è primitiva, l’equazione minima 
di un elemento qualunque, dovendo essere irriducibile nel corpo dei 
numeri complessi, non può essere di grado superiore al primo ; dun- 
que: 

Un’algebra complessa primitiva è Valgebra di ordine 1 generata 
da un automodulo. 

Una tale algebra è pertanto un corpo numerico isomorfo al cor- 
po degli ordinari numeri complessi. 

Di qua, ricordando il teorema n° 106, risulta che: 

Un’algebra complessa semplice, che non sia una zero-algebra di 
ordine 1, o, ciò che è lo stesso, uwalgebra complessa semplice e dotata 
di modulo è uwalgebra regolare (81). 

Se l'ordine di una tale algebra A è p?, il suo rango, cioè il 
grado della sua equazione minima, è p. 

Supponendo che A sia l’algebra delle matrici d’ordine p ad ele- 
menti complessi, l’equazione minima di A è data dal teorema di 
CAYLEY ed ha per termine noto, a meno, eventualmente, del segno, 
il determinante della matrice corrente d’ordine p. 

Ma un tal determinante è funzione irreduttibile dei suoi elemen- 
ti, dunque, per una facile deduzione : 


(3°) Questo bel teorema è dovuto al FROBENIUS. Esso è stato ritrovato dal 
TABER nella Memoria b) ricordata in (79). 
(81) T. MOLIEN, loo. cit. (24). 
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L’equazione minima di un’algebra complessa semplice dotata di 
modulo è irriducibile. 

I primi membri delie equazioni fondamentali dell’algebra A che 
sono del grado p?, non potendo avere zeri differenti da quelli del 
primo membro dell'equazione minima, debbono coincidere entrambi, 
a meno di un fattore numerico, con la potenza p*'" di quest’ulti- 
mo; dopo di che è chiaro che questo fattore numerico è +1 o — 1, 
secondo che p è pari o dispari. 

Da ciò segue che: 

I primi membri delle due equazioni fondamentali di un’algebra 
complessa semplice dotata di modulo, dordine p*, coincidono ; e sono, a 
meno, in caso, del segno, la potenza p""© del primo membro dell’equazione 
minima. 

In particolare : 

In uwalgebra complessa semplice dotata di modulo i determinanti 
sinistro e destro dell’algebra coincidono. 


135. Un’algebra complessa A dotata di modulo, semi-semplice, 
ma non semplice, è la somma diretta di due o più algebre complesse 
semplici dotate di modulo, e quindi regolari. Se gli ordini di queste 

Ra ; 
sono p?,..., p7, Pordine di A è 


u = p} + + pi 
Pequazione minima di A, per il teorema dei n° 127, è del grado 


q=Pp,t-- +2, 


e i primi membri delle equazioni fondamentali coincidono col prodotto 
delle potenze pî°,..., Pr’, rispettivamente, di certi stessi t fattori ir- 
reducibili dei gradi p,,... pi. 

La coincidenza delle equazioni fondamentali, sinistra e destra, e 
dei determinanti, sinistro e destro, sta dunque per tutte le algebre com- 
plesse semi-semplici dotate di modulo. 


136. Un’algebra complessa a modulo primitivo d’ordine + > 1 
non è primitiva e quindi non è neppure semi-semplice; ma l’algebra 
complementare della sotto-algebra eccezionale, dovendo esser com- 
plessa e primitiva, è di ordine 1, dunque la sotto-algebra eccezionale 
è di ordine r — 1 e l’algebra data è la somma (non diretta) della 
sua sotto-algebra eccezionale e dell’algebra primitiva generata dal 
modulo, 
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Il prodotto diretto di una tale algebra per un’algebra complessa 
regolare d’ordine p? è dunque un’algebra d’ordine rp? somma (non 
diretta) di un’algebra semplice o regolare d’ordine p? e della sua 
sotto-algebra eccezionale d’ordine (r — 1) p?. 

Di qua, per il teorema del n° 111, segue facilmente che: 

Ogni algebra complessa dotata di modulo non semi-semplice è som- 
ma (non diretta) della sua sotto-algebra eccezionale e di um’algebra 
semi-semplice (82). 


$ 21. 


ALGEBRE REALI E ALGEBRE RAZIONALI. 


137. Un’algebra si dirà reale o razionale, se è definita nel cor- 
po degli ordinari numeri reali o razionali. 

Una tale algebra si può sempre pensare come prolungabile in 
un’algebra complessa. Osservando che per un tale prolungamento 
le equazioni fondamentali e l'equazione minima deli’algebra non mu- 
tano di forma, mutando solo il campo di variabilità delle coordina- 
te deli’elemento corrente che compariscono in esse, si ha subito che 
i teoremi dei ni 129, 130, 131, 132, 133 sussistono tutti anche per 
le algebre reali e razionali. 

In particolare dal fatto che gli eventuali elementi eccezionali 
di un’algebra razionale, reale o complessa, dotata di modulo, si ot- 
tengono al modo indicato nel n° 133 si deduce subito l’interessante 
enunciato : 

Un’algebra reale e il suo prolungamento nel corpo dei numeri 
complessi, o un’algebra razionale e i suoi prolungamenti nei corpi dei 
numeri reali o complessi, sono ‘insieme semi-semplici o insieme non 
semi-semplici. 


138. Un’algebra reale primitiva è del rango 1 o 2, perchè nel 
corpo dei numeri reali ogni equazione di grado superiore al secondo 
è riducibile; quindi essa si prolunga in un’algebra complessa semi- 
semplice (non pseudonulla) di rango 1 o 2. 

Questa o è semplice, quindi regolare e di ordine 1 o 4; o è 
somma diretta di due algebre semplici di rango 1, e quindi di or- 
dine 2; dunque: 

Un’algebra reale primitiva ha : 


(82) Questo teorema fondamentale è dovuto al CARTAN [(loo. oit. (5)]. 
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I) l’ordine 1 e il rango 1; oppure 

i II) ordine 2 e il rango 2; oppure 

h T) Vordine 4 eil rango 2. 

| Nel caso I) l’algebra è evidentemante un corpo numerico iso- 
morfo al corpo dei numeri reali. 


i 

| 139. Si supponga che A sia un’algebra reale primitiva di 

rango 2. 

7 Se x è un elemento di A il cni rango sia 2, e u è il modulo, 
si ha per v: 


a (80) æ? + ax -+ pu = 0 
con x e f numeri reali, e 
a — 48 <0, 


una volta che il trinomio #2 + «£ + f ha da essere irriducibile nel 
corpo dei numeri reali. 
Ora la (80) può scriversi 


a \°. 4h—- 0 
| (e + z u) + A u= 0, 
| quindi, posto 
| 4f — a? 
4 7’, 
| con y reale positivo, e 
1 CA 
y 7 o + 2y ’ 
si ha 
y = — u. 


! Ora dire che x è di rango 2 equivale a dire, nel caso attuale, 
che x ed «u sono indipendenti, dunque : 

Se A è di rango 2, nel sistema di ordine 2 generato dal modulo 
u e da un elemento indipendente da esso vi è sempre un elemento il cui 
quadrato è — u. 

Da ciò discende subito che: 

Un’algebra reale primitiva di ordine 2 è un’algebra con due unità 
u e v, per le quali si ha 


vez; 


{TE e- * 
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per modo che una tale algebra è.un corpo numerico isomorfo al 
corpo numerico degli ordinari numeri complessi. 

Suppongasi ora che A sia dell’ordine 4 e tre suoi elementi in- 
dipendenti siano tj, ug, e vg, essendo v; = il modulo, ed essendo, 
com'è lecito supporre, per il ragionamento fatto più sopra: 


dop a= 
ug = CA = w . 
Come unità di A potranno assumersi (cfr. n° 47) 
Uj , Ugs Ty e Uy = Ug 03. 


Siccome U, | v3 © U, — v, sono elementi di A (indipendenti da 
u, e quindi) di rango 2, sussisteranno relazioni della forma 


(ua + v3)? + a, (ua + v3) +8, u,=0, 
(t — V3)? + ao (tg — v) F ba w, = 0, 


con &, ; f,,5 e f numeri reali e 


(81) CE = L e E 
Ma 
(tia F t3)? = — 2u, F Ug Vg + V3 thg; 
(Ug — V3)? = — 2u, — Ug V3 — Vz Un, 
dunque 


2U, — Uz Vg — Vg Ug = Qy (tg + V3) F P1 w, 
DU, F Ug Vy F Va Ug = Ag (Ug — V3) + fa u,. 


Sommando, e badando che u; , wg e v sono indipendenti, si tro- 
va che deve essere 


a,=a=0, Bi+P,=4; 
quindi sottraendo risulta 


ba — 


9 iu,=2y,, 


Us Vz + V3 W = 


dove 


ba — bı 


ira 


4 
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Pongasi ora 


dove V1 — }? è reale non nullo, perchè, essendo f, -H f, = 4, è 


3, b: 
È 
Lp 


e 8,,s per le (81), dove a,=a,=0, sono positivi. 
Prendendo come unità di A 


4.302) Wa EU Us 


si ha per queste 


Uy Ui = UU, = ti (i = 2, 3, 4); 
A Ee a e a 
u= u; S Upea w 

Ug Uz == — Up Up = 0g} Ug U UU, USS U UU = =} 


cosicchè in questo caso l’algebra A è equivalente all'algebra degli 
ordinari quaternioni, o, come anche diremo, dei quaternioni reali. 


140. Raccogliendo le osservazioni fatte nei ni 138 e 139 si ha 


il teorema: 
I tipi di algebre reali primitive sono tre e sono dati dalle algebre 


dei numeri reali, degli ordinari numeri complessi e degli ordinari qua- 
ternioni (83). - 

Si osservi che l’algebra dei quaternioni reali e l’algebra reale 
regolare di ordine 4 hanno entrambe per prolungamento un’algebra 
complessa regolare di ordine 4; quindi : 

Algebre non equivalenti possono avere prolungamenti equivalenti. 


(83) Questo teorema viene ordinariamente attribuito al FROBENIUS, ma il 
FROBENIUS nella Memoria a) citata in (7) non lo dimostra che per algebre i cui 
elementi siano matrici quadrate. Per il teorema di C. S. PriRcE incontrato nel 
n° 119 del testo questa limitazione non è che apparente, ma in quella Memoria 
il FROBENIUS, nè dimostra il teorema di C. S. PEIRCE, nè se ne mostra informato. 

Comunque il teorema di FROBENIUS venne ritrovato da C. S. PEIRCE nelle 
Addenda che fece seguire alla Memoria del padre, B. PEIRCE, citata in (49). 
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141. Mettendo a raffronto il teorema del n° 106 con quello del 
n° prec. si ha il bel teorema di CARTAN: 

Un’algebra reale semplice dotata di modulo è un’algebra regolare 
oppure è il prodotto di una algebra regolare e di un’algebra equivalente 
a quella degli ordinari numeri complessi o degli ordinari quaternioni. 

Cosicchè l’ordine di una tale algebra è, a seconda dei casi, della 


forma p°, 2p? o 4p?. 


142. Un’algebra regolare di ordine > 1 non è mai commutati- 
va, nè è tale l’algebra dei quaternioni reali, quindi : 

Un’algebra reale semplice dotata di modulo e commutativa equi- 
vale al’algebra degli ordinari numeri reali o degli ordinari numeri 
complessi ; 

e: 

Un’algebra reale commutativa semi-semplice, ma non semplice, è 
somma diretta di algebre di cui ciascuna equivale all’algebra degli or- 
dinari numeri reali o degli ordinari numeri complessi (84). 


143. L’ordine n di un’algebra razionale primitiva A di rango o 
è della forma 
n= og’, 


con o' divisore di 0, e quindi é 


n Z o (02). 
Sia 


(82) F(E,E)= de of, GR |a Fo li, ee y En) = 0 


Pequazione minima di A, essendo le £; le coordinate dell’elemento 
corrente e le f; funzioni razionali intere dei loro argomenti a coef- 
ficienti razionali. 


(84) È questo il teorema di WEIERSTRASS cui si allude nella prefazione, 

(85) Questa proposizione, che per la teoria delle matrici riemanniane è di 
importanza fondamentale, è implicitamente contenuta in una comunicazione del 
signor R. B. ALLEN alla Società americana di matematica [vedi: Bulletin of the 
American Mathematical Society, vol. XI (1904-1905), pag. 351] ed è stata, in parte 
soltanto, dimostrata dallo WEDDERBURN [loc. cit. (7), pag. 104]. Ma, che io sappia, 
nè lo ALLEN, nè altri ne ha pubblicato una dimostrazione compiuta. Dei due 
problemi di cui si parla in quella comunicazione soltanto gli sviluppi relativi 
al primo sono stati pubblicati dallo ALLEN nella sua Memoria: On hypercomplex 
number systems belonging to an arbitrary domain of rationality [Transactions of the 
American Mathematical Society, vol. IX (1908), pp. 203-218]. 
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Siccome A è primitiva, la (82) è certo irriducibile nel corpo 
delle funzioni razionali a coefficienti razionali delle £;, cioè il poli- 
nomio F (é, £;), che ne costituisce il primo membro, non è decompo- 
nibile nel prodotto di due polinomi dello stesso tipo coi gradi, ri- 
spetto a È, positivi e minori di o. 

Si dica A’ Palgebra complessa che è il prolungamento di A nel 
corpo dei numeri complessi, e la cui equazione minima è data dalla 
(82), quando vi si imagini ampliato nel corpo dei numeri complessi 
il campo di variabilità delle &;. 

Essendo A primitiva, A’ (n° 137) è certo semi-semplice e dotata 
di modulo; quindi A’ o è semplice, cioè (n° 134) regolare, o è som- 
ma diretta di due o più algebre semplici, cioè regolari. Nel primo 
caso, F(£, é;) è irriducibile anche nel corpo delle funzioni razionali 
delle È; con coefficienti complessi; nel secondo, F (£, é;) si spezza, in 
questo corpo, in due o più polinomi coi gradi, rispetto a É, posi- 
tivi e minori di ọ. 

In ogni caso, indichiamo con t il numero dei fattori irriducibili 
di F(£,é) nel corpo in discorso, e poniamo 


(83) P(E, &) = F, (£, £i) < Fi (E, È), 


supponendo, come è lecito, che in ciascuno dei polinomi F; il coef- 
fictente del termine di grado più elevato in & sia l’unità. 

Essendo Y(£, £;) irriducibile nel corpo delle funzioni razionali 
delle £; a coefficienti razionali, i fattori F; sono tutti distinti. Dico, 
inoltre, che rispetto a É essi sono tutti dello stesso grado. 

I coefficienti delle È, é; in F (&, £;) sono numeri razionali, dunque 
i coefficienti delle £, £; nei polinomi 7;, che si ottengono identifi- 
cando i coefficienti dei termini simili dei due membri della (83) e 
risolvendo il sistema di equazioni algebriche che così risulta, sono 
radici di equazioni a coefficienti (razionali, o, a dirittura) interi, cioè 
sono numeri algebrici. 

Ciò posto, se «,;..,%, sono gli irrazionali algebrici che com- 
pariscono nei coefficienti di F, (É, é;), si costruiscano tutti i polinomi 


FO (E, £) = Fi (E, E), PP (E, E), o, FUGA), 


che si ottengono da F, (&, é;) cambiando in esso ciascuna delle 
%, 3 +03, in tutte le maniere possibili, con gli irrazionali ad essa 
coniugati. 

Siccome in F, (#, &:) il coefficiente del termine di grado più ele- 
vato in é è l’unità, lo stesso avverrà per tutti questi polinomi, i 
quali risulteranno tutti dello stesso grado rispetto a È. 
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Il prodotto 
G (E, &) = FP (E, E) FP (E, £i) e PI (E, 8) 


è un polinomio iu avente per coefficienti funzioni razionali intere 
delle é a coefficienti razionali; tale è, dunque, anche il massimo 
comun divisore di F (£, é) e G(é, &), il quale non è certo una co- 
stante, perchè F(£, £) e @(£5,é) hanno a comune il fattore F, (É, É;). 

Ma F(é, é;) è irriducibile nel corpo delle funzioni razionali delle 
È; a coefficienti razionali, dunque cotesto massimo comun divisore 
deve coincidere con F(£, é;), e ciascuno dei polinomi 7,,..., F; deve 
dividere uno almeno dei polinomi PÒ, pia Segue che i gradi 
in di F,,..., F, non superano il grado in È di F}; ma ciò che è 
stato detto per F, sta anche per ciascuno dei fattori F,,...,T:, 
dunque 7, ,..., 7; hanno tutti rispetto a É lo stesso grado. 

Diciamo 0’ questo grado. 

T’algebra semi-semplice A’ sarà allora del rango tọ’ e dell’ordine 
to'?; quindi è 

e=t ed n=to*=00, 


con che il teorema è dimostrato. 

Come mostra il ragionamento fatto, esso è Pinterpretazione 
aritmetica del notevolissimo teorema : 

L’algebra complessa prolungamenio di un’algebra razionale pri- 
mitiva, o è regolare, o è somma diretta di algebre regolari (dello stesso 
ordine, 0, ciò che è lo stesso) equivalenti. 

Se o =1 si ha n=o e l’algebra A è potenziale, e quindi 
commutativa. 

Viceversa, se A è commutativa, tale è pure A’. Ma A' non può 
essere, nel caso attuale, che regolare o somma diretta di algebre 
regolari (equivalenti); e un’algebra (complessa) regolare non è com- 
mutativa se non quando sia dell’ordine 1; dunque o = 1 ed A è 
potenziale. Si ha così che: 

Uwalgebra razionale primitiva è commutativa, ossia è un corpo 
numerico, quando, e solo quando, è potenziale. 

Notisi che questo corpo numerico è isomorfo al corpo algebrico 
che si ottiene dal corpo dei numeri razionali con l'aggiunta di un 
numero algebrico di grado eguale all’ordine dell’algebra. 


144. In un’algebra razionale primitiva il rango di un qualsiasi 
elemento è un divisore [non solo dell’ordine (n° 48), ma anche] del 
rango del algebra. 


pe = "n © A T . © we 
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Iufatti se Pequazione minima dell’elemento è 


SE) = 0, 


e equazione 
p (E) = 0 


è ciò che diviene l’equazione minima dell’algebra, quando vi si pon- 
gano per le coordinate dell'elemento corrente quelle dell’elemento 
considerato, f e o sono a coefficienti razionali e gli zeri distinti di 
f e p sono gli stessi, perchè sono gli zeri distinti di ciascuna equa- 
zione fondamentale dell’elemento; ma f è irriducibile nel corpo dei 
numeri razionali, dunque @ è una potenza di f e il rango dell’ele- 
mento è un divisore del rango dell’algebra. 


145. Giova avvertire che, per quanto risulta dalla natura stessa 
dei ragionamenti ivi svolti, le considerazioni dei ni 143 e 144 sono 
suscettibili di notevoli generalizzazioni, 

Iu primo luogo infatti, quei ragionamenti sono applicabili, an- 
che se non si tratta di algebre razionali primitive, ma di algebre 
primitive definite in corpi algebrici qualunque ; in secondo luogo il 
teorema del n° 143 sta anche, ad es., per algebre razionali che non 
siano primitive, ma abbiano come equazione minima un'equazione 
irriducibile nel corpo delle funzioni razionali a coefficienti razionali 
e siano (semi-semplici, e quindi anche) semplici. 


146. Un’algebra razionale primitiva di rango 1 è un corpo nu- 
merico isomorfo al corpo dei numeri razionali; quindi, nel problema 
della enumerazione dei tipi di algebre primitive razionali a rango 
assegnato, il primo caso che presenti»sun qualche interesse è quello 
in cui il rango sia 2. 

Per le applicazioni che dovranno esserne fatte nella seconda 
Parte di questa Memoria, occorre che ci occupiamo un momento di 
questo caso. 


147. Sia dunque A un’algebra razionale primitiva di rango 2 e 
quindi (n° 143) dell’ordine 2 o 4. 

Se x è un elemento di A il cui rango sia 2 e u è il modulo, 
si ha per x una relazione della forma 


x + awx + pu = 0, 


con x e f razionali e «? — 48 non quadrato di un numero razionale 
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(in particolare, dunque, + 0), perchè il trinomio 
fas 4p 


deve essere irriducibile nel corpo dei numeri razionali; quindi, posto 


x 
y=x+ 3% 
y è un elemento di A per cui è 


Y =u; 
4 
Segue che se A è dell'ordine 2, essa è un’algebra con due 
unità « e v per le quali è 


a? 


dove y = non è quadrato di un numero razionale. 


(84) E = (0) = vu =v, v? = M 


con å razionale, ma non quadrato di un numero razionale; e che 
se A è dell’ordine 4 si possono trovare in A due elementi u, © vg, 
tali che «, «,, v siano indipendenti e sia inoltre 


2 * 2 
Ul = Mh, Vo = pu, 


con Å, x razionali ma non quadrati di numeri razionali. 
Ragionando come nel n° 139 si trova che è 


U, Vo + vu, = 2v4, 
con y razionale. 
Intanto, se si pone 


tg = U + N (7 razionale), 
si ha 
uz = (+ 2y + p? 1°) w 
U Ug + Ug Uj = 2ui + n (u v + v w) = 2 (4 + vn) u; 
QI. 
dunque, se v + 0, prendendo 7 = kot si trova che è 7 + 0, per 


modo che u, u; , u sono indipendenti, e 


U wg + ug U = 0. 


-u ____—_—__y—"—_.-_ _-_ _oo _o_ _owmy___o_ _vaks —_m ——__mm— e, OTT ETTI E n a eg e oru uT oe 
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Segue che se A è dell’ordine 4, si possono trovare in A due 
elementi w, e to, tali che ,v,,, siano indipendenti e sia inoltre 


2 2 
ui = du, uz = pu, 
Uj Ug + ugu, = 0, 
dove yu, occorre appena avvertirlo, può non avere il significato pre» 
cedente. 
Ora (cfr. il n° 139) se si pone 
Ug = U U, 
gli elementi u, u4 , o, ug di A risultano indipendenti, ed è 
Uz = — 4, Ug. Ug Uy = — uu, 
Ug Ug = — Ug Ug = — Mijs Ug Uy = — U Ug = — dug, 


dunque, se A è dell’ordine 4, essa è un’algebra con 4 unità u, w, 
ug , Wg, per le quali è 


A = W% uti = UU = Ui (Ge 2,9) 
ui = du, us = pu, ui = — luu, 
(85) W Ua == UU = 4%, 
Ug Ug = — Ug Ug = — Uii, 
\ Ua Wy = — U) Ug = — 42, 


con å e 4 razionali, ma non quadrati di numeri razionali. 

Indicando con Å, , é, le coordinate dell’elemento corrente: della 
algebra (84), e con É,, £,, č, éj quelle dell'elemento corrente della 
algebra (85), l'equazione minima dell’algebra (84) è 


E 28,84 (E —285)=0; 
quella dell’algebra (85) è 
E — 2 E p (E — AE — + Ané) = 0; 


quindi, perchè le algebre (84) e (85) risultino primitive nel corpo 
dei numeri razionali, occorre e basta che, in questo corpo, le forme 
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quadratiche 
Fi — At, Ei — Aë — us + Audi 

non si annullino mai per valori razionali non tutti nulli delle va- 
riabili È, e és, 0 Š, fap fap fg 

Di qua si ricava il teorema: 

Perchè umwalgebra razionale di rango 2 sia primitiva occorre e 
basta che essa sia: 

a) un’algebra d'ordine 2 con due unità u e v per le quali si abbia 


d= % uv = vu = V, v? = du 


con À razionale ma non quadrato di un numero razionale ; oppure 
b) un’algebra d'ordine 4 con quattro unità u, u,, Ug, uz per le 
quali si abbia 


ui = th Wi = Wi U = hi, 0=1, 2,3; 
2 2 2 
ui = du, uz = pu, u = — Àu, 
Urto = — Ugu = Us, Uguz = — Uguz = — Hur, Ugit = — Uly = — AU, 


con À, u razionali, e tali che la forma quadratica 


E — 46 — pei + iui 


non si annulli mai per valori razionali non tutti nulli delle variabili 


FORZATE 


PARTE SECONDA. 


NUOVI CONTRIBUTI ALLA TEORIA GENERALE 
DELLE MATRICI DI RIEMANN. 


§ 1 


LE ALGEBRE CONNESSE CON LE MATRICI DI RIEMANN. 


1. Sia 
ò = || wjr || G= l1, P; T= 1, , 2p) 


una matrice riemanniana di genere p, con gli indici di singolarità 
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e moltiplicabilità k e h, e le imagini t e 7 nello Spazio rappresen- 
tativo Z, a 2p — 1 dimensioni, (%1 , Xo, s} Vap) (89). 
Se alla sostituzione lineare omogenea A, definita da 


(1) Erlar, 1 + -e + dr,2p Xop (= 1, a, 2p) 


risponde in 5 una omografia A* di w, cioè se l’omografia di X, 
rappresentata dalle equazioni 


Er = tlp t F A dr 2p Lap 


x 


è una omografia di œ, si dirà che A è una sostituzione di œw. 

Per non moltiplicare inutilmente i simboli, indicheremo la ma- 
trice || 4, || dei coefficienti di A cou lo stesso simbolo A che indica 
la sostituzione. 

Data la sostituzione A, l’omografia A* è individuata; ma ad 
A* rispondono, nello stesso modo che A, tutte (e sole) le sostituzioni 
le cui matrici sono date da «A, al variare di x fra tutti i possibili 
numeri (reali o imaginari) non nulli. 

Se nelle (1) le a, sono numeri razionali, nel qual caso A* ri- 
sulta un’omografia riemanniuna di œ, la sostituzione A si dirà una 
sostituzione riemanniana di w. 

Che se poi le a,, sono a dirittura dei numeri interi (relativi), 
A. si dirà una sostituzione riemanniana intera di (87). 


2. Poichè l’indice di moltiplicabilità di œ è h, le omografie non 
nulle di œ costituiscono un sistema lineare oof, che, aggiuntavi la 
omografia nulla, è anche un gruppo continuo ad h parametri. 

Ciò porta, in primo luogo, che tra le sostituzioni di œ se ne 
possono scegliere (e in infiniti modi) X --- 1, e siano 


(2) AO, AD, a, AM, 


tali che le matrici 40 ,..,, A‘ risultino indipendenti e le matrici 
rispondenti alle sostituzioni di œ, compresa la sostituzione nulla, 


(86) Per la nomenclatara relativa alle matrici di RIEMANN rimandiamo una 
volta per tutte alla Memoria citata in (1). 

Avvertasi poi che d’ora innanzi quando occorrerà citare nel testo un n° del 
presente lavoro, esso si farà precedere dal segno I se si riferisce alla Parte Prima. 

(87) Quelle, che qui chiamo sostituzioni riemanniane intere, nella Memoria 
del 1916 eran dette sostituzioni riemanniane senz'altro, perchè ivi non vi era 
luogo a considerare altre sostituzioni. 
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siano date tutte, e ciascuna una volta sola, dall’espressione 
(3) xy AO + di AM + er A Oh AM 


al variare delle œ, in tutte le maniere possibili, nel corpo degli or- 
dinari numeri complessi, 

In secondo luogo, che se le matrici A e B rispondono a due 
sostituzioni di ©, lo stesso accade per la matrice AB, che è una 
delle matrici rispondenti all’omogratia B*A* di œ, se A* e B* sono 
le omografie di © rispondenti alle sostituzioni A e B. 

Segue che: 

Le matrici rispondenti alle sostituzioni di œ possono esser consi- 
derate come gli elementi di un’algebra complessa [a]" ad h-4-1 unità. 

Se si suppone, come è lecito, che le (2) siano sostituzioni rie- 
manniane e poi che le x variino nella (3) soltanto per valori reali 
o soltanto per valori razionali, si ottiene che: 

Le matrici rispondenti alle sostituzioni reali o razionali di w 
possono esser considerate come gli elementi di un’algebra reale [w] o 
razionale [w], ad h4 1 unità; 

e che: 

Le algebre [w` ed [w]” possono riguardarsi come ottenute da |] 
per prolungamenti successivi di questa nel corpo dei numeri reali, o 
nel corpo dei numeri complessi. 

Le algebre [w], [œ], [w]}" sono evidentemente dotate di modulo, 
questo essendo dato per tutte e tre dalla matrice identica d’ordine 2p. 


3. Occorre appena avvertire che ognuna della tre algebre [œ], 
lwl, [w], connesse con w, è una sotto-algebra dell’algebra regolare 
di ordine 4p? eostitituita da tutte Ie matrici d’ordine 2p a elementi 
razionali, reali, o, rispettivamente, complessi. 

E così è pur chiaro che: 

Le algebre razionali (reali o complesse) connesse con matrici rie- 
manniane isomorfe (in particolare, equivalenti) sono equivalenti. 


4. Il grado, il rango o equazione minima di un elemento A 
di una delle tre algebre connesse con œw, si diranno anche il grado, 
il rango 0 l’equazione minima della sostituzione A o della omografia 
A* di œ ad esso corrispondenti. 

A giustificazione di queste definizioni si osservi che se A si 
considera come elemento, non di [œ], [w] od [a]", ma come elemento 
di una qualunque delle tre algebre regolari costituite dalle matrici 
d’ordine 2p a elementi razionali, reali o complessi che lo contenga, 


508 GAETANO SCORZA 


il suo grado, il suo rango e la sua equazione minima restano sem- 
pre gli stessi. 

Per ciascuna delle tre algebre connesse con œ, il grado è la 
stessa cosa che il rango, e questo è per tutte e tre uno stesso in- 
tero positivo ọ. 

Il numero ọ, invariante di fronte alla relazione di isomorfismo 
(in particolare, di equivalenza) tra matrici riemanniane, si dirà il 
rango di . 

Per, esso si hanno evidentemente le disuguaglianze 


g21, go<h+1, es2p 


Notisi che: 

È 0=1 quando, e solo quando, è h=0 (e quindi anche k=0), 
ossia w è, come diremo, a indici nulli; 

e che: 

Èo=h+ 1, quando, e solo quando, ciascuna delle algebre con- 
nesse con ò è un’algebra potenziale. 


5. Perchè il lettore possa fin da ora disporre di utili esempi 
sui valori del rango o per casi notevoli di matrici riemanniane giova 
osservare quanto segue. 

Una matrice di RIEMANN ellittica è del rango 1 o 2 secondo che 
il suo indice di moltiplicabilità è 0 o 1. 

Infatti se per œw è ọ = 1, è k = 0 qualunque sia il suo genere 
p, e viceversa; che se poi p = 1 e k = 1, è ọ = 2, o perchè ha da 
essere 1 < ọ < 2, o perchè l’omografia corrente di w è un’ordinaria 
proiettività a punti uniti distinti e quindi ha per equazione minima 
un'equazione di 2° grado. “i 

Una matrice riemanniana del genere 2 è del rango 1, 2,3 0 4 
secondo che (adoperando una classificazione nota) (88) essa è: 

a) del tipo I), oppure 

b) del tipo II), III), VII) e VIII); oppure 
c) del tipo IV); oppure, infine, 

d) del tipo V), VI) o IX). 

Iufatti, tralasciando il caso banale a), nei casi b), c) o d) Pomo- 
grafia corrente della matrice è, rispettivamente, biassiale, assiale o 
con quattro soli punti uniti distinti. 


(88) Loc. cit. (4), II, n° 13. 
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Una matrice riemanniana impura del genere p, priva di assi 
isolati, i cui assi puri siano tutti ellittici, è del rango p o 2p, se- 
condo che essa non è od è ad indici massimi. 

Infatti, nel primo caso, il gruppo delle omografie della matrice 
è oloedricamente isomorfo a quello di tutte le omografie dell’imagine 
della matrice; e, nel secondo caso, è il gruppo di tutte le omografie 
dello spazio rappresentativo della matrice trasformanti in sè ciascuna 
delle sue imagini, e questo gruppo contiene omografie con soli 2p 
punti uniti distinti (89). 


6. Se la matrice œ è impura, un suo asse qualunque M può 
considerarsi come lo spazio rappresentativo di una matrice rieman- 
niana @,, individuata, in modo noto, da w e da M, di fronte alla 
relazione di isomorfismo. 

In base a ciò, come già si dissero altra volta genere di M e 
indici di singolarità e moltiplicabilità di M il genere e gli indici 
analoghi di œw, , si dirà rango di M il rango di @,, e si diranno 
algebre connesse con M le algebre connesse con œ; (99). 


T. Sia A un elemento di [w]', o, in particolare di [œ], e sia 
Abe || 45] (ae YO 


L'’omografia di 2 rappresentata dalle equazioni 
a = Z Arsis (r = 1,.., 2p) 


è un’omografia di œ reale, quindi esistono dei numeri 4;, per cui 
risulta nel tempo stesso 


1...p 1...2p 
2 dj Wr = 2 Ars Dj, (j = ; r= Ilgo 2p) 
l 8 


1 1...2p zs 


iena 
2 jl Dyr = È Ars Wjg (J= lyen pi r= ly 2P) 
8 


dove, al solito, coll’apporre al simbolo di un numero un soprassegno 


(89) Cfr. loo. cit. (4), I, ni 54 e 59. 
(99) Cfr. loc. cit. (i), I, n° 39, 
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indichiamo il passaggio da quel numero al numero complesso 
coniugato. 
Comò è noto, fissata œw, le matrici A = || ars i| e 


ARIA 


si individuano a vicenda; per brevità di discorso si dirà che l’una 
è l’omologa dell'altra rispetto ad œ, o, semplicemente, quando non 
vi sia luogo ad equivoci, Puna omologa dell’altra. 

Se con A si indica la matrice complessa coniugata a A, cioè 
si pone 


Ae 


fra i determinanti |ans|, |Zu| e |Z;j|, che indicheremo anche 
con|]A4|,|A|e |4|, passa la relazione 


s 


\Al=[Al 
da cui risulta, in particolare, che |A| è nullo o positivo (?!). 


8. Se A’ e A” sono le matrici omologhe alle matrici A’ e A” 
di [w], e a’, x” sono numeri reali qualunque, le matrici omologhe 
alle matrici 

æ A’ + EKAL e ALA 
di [œ] sono 

E AE — ELL AAS e AA 
dunque: 

Le matrici omologhe a quelle di [œ] costituiscono un’algebra 
reale {@}" ad h-+4-1 unità, reciproca ad [o]; 

e: 

Le matrici omologhe a quelle di [œw] costituiscono un’algebra 
razionale {œw} ad h 4+1 unità, reciproca ad [w]. 

Le algebre {@}" ed {w}, essendo reciproche alle algebre [w] 
ed [w], hanno per equazioni minime, le equazioni minime di queste; 
avvertasi, per altro, che mentre l’equazione minima di un elemento 
di [œ] od [@] è l'equazione minima dell’elemento, anche se questo 
si considera come appartenente all’algebra regolare di ordine 4p? 
costituita da tutte le matrici d’ordine 2p a elementi complessi, non 


(®!) Loc. cit. (4), I, n° 22. 


Nr ———————@6—@@o@é@—6————’ tà ro” 
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è detto che l'equazione minima di un elemento di {w} od {œ}, 
in quanto elemento di una di queste algebre, resti l’equazione 
minima di esso, in quanto elemento dell’algebra regolare di ordine 
p? costituita da tutte le matrici d’ordine p a elementi complessi, 
Se ciò fosse, il rango di {w} od {w} non potrebbe mai supe- 
rare p, mentre esso è il rango di ©, che come già risulta dagli 
esempi addotti e meglio si vedrà nel seguito, può raggiungere il 


menti complessi; e quindi matrici di {œw}, indipendenti in {w}, 
cioè indipendenti nel corpo dei numeri reali, possono benissimo 
essere dipendenti nella suddetta algebra regolare di ordine p?, cioè 
dipendenti nel corpo dei numeri complessi. 


$ 2. 


CARATTERIZZAZIONE DELLE ALGEBRE RAZIONALI 
CONNESSE CON LE MATRICI DI RIEMANN. 


9. Perchè Valgebra [œ] sia riducibile occorre e basta che la 
matrice @ sia impura e possegga assi isolati. 
Supponiamo, infatti, che œ possegga assi isolati, e siano M ed 
N due suoi assi isolati complementari con gli indici di moltiplica- 
bilità h; ed hp. 
Sarà (92) 
h=h, Fh +1, 


e il sistema lineare delle omografie non nulle di œ sarà il sistema 
congiungente il sistema lineare oo delle omografie singolari non 
nulle di w, aventi per primo asse N (o uno spazio contenente N) 
e secondo asse M (o uno spazio contenuto in M), col sistema li- 
O neare oo” delle omografie singolari non nulle di œ, aventi per 
primo asse M (o uno spazio contenente M) e secondo asse N (o uno 
spazio contenuto in N). 
Se A* e B* sono due qualunque omografie, appartenenti Puna 
al sistema oo" e Paltra al sistema oo, si ha: 


valore 2p. 
Gli è che le matrici di {©}, ad esempio, sono matrici a ele- 


al 0 = Hi albde(M 


(22) Loo. cit. ($), I, n° 41. 


quindi nell’algebra [w] è possibile scegliere h, + h, + 2 elementi 
indipendenti 


(4) AO, A0,..,, AM) 
e 

(5) Ao b) A, ’ ’ Any , 

sî che risulti 

(6) AD A= A) AD =0, 


per j = 0 e S Iocogle 
Segue che algebra [w] è la somma diretta di due algebre 
razionali, degli ordini X,--1 e h- L (equivalenti a quelle con- 
nesse con gli assi M ed N), e quindi è, come volevasi, riducibile. 
Suppongasi, inversamente, che l’algebra [œ] sia riducibile e che 
essa sia la somma diretta di due algebre razionali [œ], e [©], con 


| 
| 
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gli ordini kh- 1 e k -+ 1, essendo 


rispettivamente, da (4) e (5), per queste unità sussisteranno le 
relazioni (6). 

Le omografie riemanniane di œ, rispondenti agli elementi (4) 
e (5), saranno, per le (6), tutte degeneri, senza che, beninteso, al- 
cuna di esse sia nulla. E inoltre, sempre per le (6), il primo asse 
dell’omografia rispondente a uno qualunque degli elementi (4) deve 
contenere lo spazio ©, congiungente i secondi assi delle omografie 
rispondenti agli elementi (5), e il primo asse dell’omografia rispon- 
dente a uno qualunque degli elementi (5) deve contenere lo spazio 
C0 congiungente i secondi assi delle omografie rispondenti agli 
elementi (4). 

Gli spazi ©, e CO sono evidentemente due assi di œw; inoltre 
ciascuna omografia rispondente a un elemento di [œ], ha per primo 
asse uno spazio contenente €, e per secondo asse uno spazio con- 
tenuto in C0; mentre ciascuna omografia di [©], ha per primo 
asse uno spazio contenente O) e per secondo asse uno spazio con- 
tenuto in Co. 

Essendo 


lomografia riemanniana corrente di œw può pensarsi come apparte- 


h = h, + hg +1 
Supposto che due gruppi di unità per [œ], e [œ], siano dati, 
nente a un fascio di omografie determinato da un’omografia rispon- 
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dente a un elemento di [œw]; e da una omografia rispondente a un 
elemento di [0], ; e quindi l’omografia corrente di w (riemanniana 
o no) muta in sè ciasenno degli spazi O, e 00. 

Segue che C, e C0 sono due assi isolati di w; con che Pas- 
serto è pienamente giustificato. 


10. Nei ragionamenti ora fatti è implicitamente contenuto il 
seguente teorema: 

Se la matrice riemanniana œw è composta mediante le matrici 
PIEMANNIONE W4, Wo y +03 On € queste sono a due a due non vincolate, 
l’algebra razionale connessa con w è la somma diretta di n algebre 
razionali equivalenti a quelle connesse com O, 0g; On 

Risulta inoltre facilmente che: 

Se è impura, in corrispondenza a ciascun sistema di t assi 
complementari di œw (isolati o no), Valgebra [œ] possiede una sotto- 
algebra, riducibile nella somma diretta di t algebre razionali, che è 
propria o no, secondo che in quel sistema compariscono o no almeno 
due assi vincolati. 

Alla luce di questo teorema, l’unicità della decomposizione di 
un’algebra dotata di modulo in una somma diretta di algebre irri- 
ducibili fa riscontro, nel caso attuale, alla unicità, per una matrice 
riemanniana dotata di assi isolati, del gruppo di assi complemen- 
tari isolati ciascun dei quali o è puro, o è impuro ma privo di assi 
isolati (9). 


11. Perchè l’algebra |œ] sia primitiva, occorre e basta che la ma- 
trice w sia pura. 

Infatti se œw è pura, un’omografia riemanniana di œ, che non 
sia nulla, è necessariamente non degenere (9); e quindi un prodotto 
di elementi di [œ], nessuno dei quali sia nullo, è certo diverso da 
zero, ossia Palgebra [œw] è primitiva. 

D'altro canto se w è impura, basta considerare due assi com- 
plementari M ed N di e poi due omografie riemanniane di ©, 
aventi Puna per primo asse M e secondo asse N e l’altra per primo 
asse N e secondo asse M, per avere due omografie riemanniane di 
© non nulle e a prodotto nullo; dunque se w è impura, [œ] non è 
primitiva. Val quanto dire che se [œw] è primitiva, @ è, come vole- 
vasi, pura. 


(23) Loo. cit. (4), I, n° 49. 
(94) Loo. cit, ($), I, n° 32, 


33 
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12. Perchè Valgebra [w] sia semplice, occorre e basta che la ma- 
trice w sia priva di assi isolati. 

Se w è pura, [œ] è primitiva e quindi è certo semplice. 

Supponiamo dunque © impura ma priva di assi isolati e i suoi 
assi puri siano tutti del genere q, per modo che sarà 


P 


— = th, 


con n intero e maggiore di 1 (%). 

Dico che [œ] non ammette elementi eccezionali e che quindi [œ] 
è, intanto, semi-semplice. 

Si supponga infatti, se è possibile, che [œ] contenga elementi 
eccezionali, nel qual caso essa conterrà anche elementi eccezionali 
di grado 1, e sia A uno di questi ultimi elementi. 

L’omografia riemanniana A* di œ rispondente ad A avrà per 
primo e secondo asse due assi M ed N di œ ed M conterrà N, 
una volta che il quadrato di A* ha da esser nullo. Poi se N è lo 
spazio congiungente t assi puri indipendenti di w (1<t< n), M 
sarà lo spazio congiungente n — t assi puri indipendenti di œ, poi- 
chè la somma delle dimensioni di JM ed N deve uguagliare 2p —2. 

Ciò posto si dica M, un asse, congiungente n — t assi puri in- 
dipendenti di œw, indipendente da N, e sia 8* un’omografia rieman- 
niana non degenere di w atta a portare M, in M (99). 


(95) Loc. cit. (4), I, n? 47. 

(96) Si supponga che gli assi M ed M, si taglino in un asse P e si dicano 
M' ed M; due assi complementari a P in M ed M,, rispettivamente. Poi sia Q 
un asse complementare a quello congiungente M ed M,. Naturalmente qualcuno 
degli assi P e Q può mancare; ma in tal caso il ragionamento ole ora faremo 
non ne resterebbe che semplificato. 

Salvo a sostituire ad œw, ove occorra, una matrice isomorfa si può supporre 
che sia 

Ch 0 0 0 


0 wg 0 0 


le matrici di RIEMANN œ; ; 09, 03, 0, avendo per spazi rappresentativi gli assi 
M', P, M}, Q [ofr. loc. oit. (t) I, n° 38]; inoltre le matrici œ; e œ, saranno iso- 
morfe (ibid., I, n° 50). 

Si dicano ora €, D, E tre matrici, a elementi razionali, rispondenti, rispet- 
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Il prodotto B*A* è un’omografia riemanniana degenere di wœ 
avente per primo asse M, e secondo asse N, quindi, essendo M, in- 
dipendente da N, nessuna potenza di questo prodotto può essere 
nulla. 

Segue che gli elementi di œ rispondenti al prodotto B*A* non 
sono pseudonulli, mentre se A fosse eccezionale, ogni tale elemento 
dovrebbe esser pseudonullo. 

Dimostrato che [w] è semi-semplice, si trova subito che essa è 
a dirittura semplice. 

E infatti se [w] fosse semi-semplice ma non semplice, [œw] sa- 
rebbe riducibile (I, n° 96) e quindi œ (n° 9) ammetterebbe, contro 
l’ipotesi, assi isolati. 

Con tutto ciò resta stabilito che se œw è priva di assi isolati 
l’algebra [w] è semplice. 

D'altro canto se © è dotata di assi isolati, [o] è riducibile e 
quindi certo non semplice, dunque sta pure che se [w] è semplice, 
œw è priva di assi isolati. 


13. Perchè Valgebra [w] sia semi-semplice, ma non semplice, oc- 
corre e basta che œw possegga assi isolati. 

Se [œ] è semi-semplice ma non semplice, è chiaro intanto che 
w possiede degli assi isolati. 

Inversamente suppongasi che œ possegga assi isolati e quindi 
sia isomorfa a una matrice composta con t matrici riemanniane 


Wj y Ogy r Ve, 


a due a due non vincolate, e ciascuna priva di assi isolati. 


tivamente, a un’omografia riemanniana di wọ (nell'ambiente P), a un’omografia 
riemanniana simultanea di œ; e œ; (fra gli spazi M’ ed Mi) e ad un’omografia 
riemanniana di œw, (nell'ambiente Q). 

La matrice 


0 0 
0 (0) 
DERO 
0 0 
risponde a un’omografia riemanniana di @ che tiene fermo lo spazio P e scambia 


fra loro gli spazi M’ ed M}, cioò che scambia fra loro gli spazi M ed M,. Di 
qua l’affermazione del testo, 


516 GAETANO SCORZA 


Le algebre razionali connesse con le matrici œ sono tutte sem- 
plici; e quindi [œw], che è la somma diretta di algrbre equivalenti 
ad esse, sarà semi-semplice ma non semplice. 


14. Giova raccogliere le osservazioni fatte nel seguente teorema 
complessivo : 

L'algebra razionale connessa con una matrice riemamniana è in 
ogni caso semi-semplice. È a dirittura semplice se, e soltanto se, la 
matrice è priva di assi isolati; primitiva, se, e soltanto se, le ma- 
trice è pura. 

Da esso si deduce (I, n° 137) che: 

Anche le algebre reali o complesse connesse con le matrici rie- 
manniane sono tutte semi-semplici. 

Più tardi saranno indicate alcune maggiori determinazioni di 
quest’ultimo teorema, 


$ 3. 


GLI AUTOMODULI DELL’ALGEBRA [w]. 


15. I teoremi del $ prec. sono, per la teoria delle matrici rieman- 
niane, di importanza essenziale; ma essi hanno valore anche per la 
teoria delle algebre a più unità, in quanto forniscono per questa un 
campo nuovo e vasto di esemplificazioni concrete interessantissime. 

Da questo punto di vista non sarà inutile indicare la bella 
relazione che viene ad intercedere tra le proprietà degli assi di ©, 
nel caso che œw sia impura, e quelle degli automoduli della corri- 
spondente algebra razionale (non primitiva). 


16. Suppovgasi che Valgebra [ò] possegga un antomodulo A; 
i’omografia riemanniana A* di œ corrispondente ad A sarà non 
nulla e coinciderà con tutte le sue potenze. 

Viceversa, se per un’omografia riemanniana A* di œw si ha 


A*+0, A*= 4"? 


è chiaro che tra gli infiniti elementi di [œw] corrispondenti ad A* 


vi è un automodulo di [w]. 
Infatti se A, è uno di quegli elementi, deve essere, indicando 
con a un conveniente numero razionale non nullo, 


A, #0, A= A; 
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e, se si pone 
A =k A, 


con k numero razionale, perchè A risulti un automodulo di [œ] 
occorre e basta che sia 


Se in generale diciamo che un’omografia è un automodulo se 
non è nulla e coincide col suo quadrato, abbiamo che: 

Gli automoduli di [œ] corrispondono biunivocamente agli auto- 
moduli del gruppo di moltiplicabilità di œ. 


17. Ricordando che ciascun automodulo di [œ] diverso dal mo- 
dulo è un divisore dello zero, si ha subito che ciascun automodulo 
del gruppo di moltiplicabilità diverso dall’omografia identica è 
un’omografia (non nulla ma) degenere. 

L'equazione minima di tale ultima omografia (di grado 1 e 
rango 2), essendo 


eE = N t; 


è a radici distinte; quindi l’omografia è regolare (*), e i suoi due 
assi sono due spazi indipendenti, congiunti dallo spazio ambiente. 
Inoltre l’omografia induce nel suo secondo asse un’omografia iden- 
tica e quindi porta ciascun punto X dello spazio ambiente esterno 
al suo primo asse, nel punto X’ che dà la proiezione di X dal 
primo asse sul secondo. 

Siccome Valgebra [w] ammette automoduli diversi dal modulo 
quando, e solo quando, non è primitiva, si ha che: 

Il gruppo di moltiplicabilità di œw contiene automoduli non iden- 
tici quando, e solo quando, w è impura. 

Aggiuugasi che, comè ben chiaro, se œ è impura, per ogni 
coppia di assi complementari di œ si ha uno, e un solo, automo- 


(97) Si suol dire che nn’omografia è generale, anche se degenere, quando la 
funzione caratteristica della matrice ad essa rispondente è a divisori elementari 
tutti lineari; ma non sembra quesla una nomenolatura molto felice. Pare strano, 
invero, che si abbia a dir generale, per es., l’omografia nulla! 

Perciò abbiamo preferito di chiamar regolari le omografie in discorso. 

Si ricordi infine [vedi per es. C. ROSATI, loc. cit. (13)] che un’omografia è 
regolare quando, e solo quando, la sua equazione minima è a radici distinte. 
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dulo che abbia in uno assegnato dei due assi il suo primo asse e 
nell’altro il secondo; quindi: 

Se w è impura, vi è corrispondenza biunivoca tra le coppie or- 
dinate di assi complementari e gli automoduli non identici del suo 


gruppo di moltiplicabilità. 


18. La matrice w sia impura ed A sia un automodulo di [©] 
diverso dal modulo. Sia inoltre A* l’automodulo corrispondente del 
gruppo di moltiplicabilità col primo asse M e il secondo asse N. 

L’algebra 

A [o] A 


è una sotto-algebra propria di [w] avente in A il suo modulo. 
Ad essa risponde nel gruppo di moltiplicabilità della matrice, 
che iudicheremo con G, il sottogruppo proprio 


A*GA*, 


che è facile caratterizzare. 
Infatti una sua omografia è 


ARIA 


se X* è un'omografia riemanniana qualunque di œw; e questa ha 
per primo asse M, o un asse di œ contenente M, e per secondo 
asse N, o un asse di œw contenuto in N. 

In ogni caso essa induce in N un’omografia, che è un’omo- 
grafia riemanniana dell’asse N. 

Ora si vede subito che facendo variare X* si può ottenere 
che lomografia indotta in N sia una-qualunque omografia rieman- 
niana di N. 

Infatti se B* è una di queste, si dica X* Pomografia rieman- 
niana di œ il cui primo asse M’ è M o lo spazio congiungente M 
col primo asse di B*, secondo che B* è non degenere o degenere, 
e che porta ciascun punto Y dello spazio, esterno ad M’, nel punto 
in cui è portato da B* ciascun punto dell’intersezione di N con lo 
spazio congiungente M’ e Y; intersezione che è di dimensione 
nulla o positiva, secondo che B* non è od è degenere. Scelta Po- 
mografia X* a questo modo si avrà evidentemeute che il prodotto. 


A* X* A* 


subordina in N l’omografia B*. 
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Insomma : 

Il sottogruppo A*GA* è costituito dalle omografie singolari del 
gruppo di moltiplicabilità che hanno, per primo asse, un asse di œ 
contenente M, e, per secondo asse, un asse di œw contenuto in N. Esso 
è oloedricamente isomorfo al gruppo di moltiplicabilità dell asse N e 
la sua trasformazione identica è (non Vomografia identica, ma) Vau- 
tomodulo A* avente per primo asse M e secondo asse N. 

Val quanto dire che: 

L’algebra 

A [o] A 


è equivalente all’algebra razionale connessa con Vasse N. 
Quest'ultima è primitiva quando e solo quando N è un asse 
puro, dunque: 
Se w è impura, gli automoduli primitivi dell’algebra [w] corri- 
spondono biunivocamente agli automoduli del gruppo di moltiplicabi- 
lità che abbiano per secondo asse un asse puro della matrice. 


19. Sia © impura, sia J il modulo di [œw] e Pegnaglianza 
Pai A e a m= 2) 


dia una decomposizione di / in una somma di automoduli primi- 
tivi per i quali si abbia 


(7) A; A= 0 (J t= 1, mnj ED; 


o, come anche diremo per brevità di discorso, una decomposizione 
normale di I. 

Siano inoltre M; ed N; il primo e il secondo asse dell’automo- 
dulo Af del gruppo di moltiplicabilità rispondente ad Aj. 

Gli assi N; sono altrettanti assi puri di œw; poi in virtù della 
(7), ciascun asse M, conterrà tutti gli spazi N;, ad eccezione dello 
spazio Mı, dal quale, anzi, è indipendente; quindi gli assi N; sono 
indipendenti, una volta che ciascun di essi non ha punti comuni 
con lo spazio congiungente gli altri. 

Intanto lo spazio congiungente gli assi N; non può essere che 
lo spazio ambiente, ossia lo spazio rappresentativo della matrice, 
perchè altrimenti la somma degli elementi A; risponderebbe, non 
all’omografia identica, ma ad una omografia riemanniana di œ 
degenere avente per secondo asse uno spazio contenuto in quello 
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spazio congiungente; dunque 

tea 

Naa Aaen a 


è per w un gruppo fondamentale di assi puri. 

Viceversa si vede subito che ciascun gruppo fondamentale di 
assi puri di œ dà luogo a una decomposizione normale di T. 

Infatti in corrispondenza a un tal gruppo, costituito, poniamo, 
da n assi puri dei generi q4, 0g, ..; 4n (cosicchè p = q; F qo F + 9); 
sostituendo ad è, ove occorra una matrice isomorfa, si può pensare 
œw come composta mediante n matrici riemanniane w; ; g,- 3 On 
dei generi 4,;99,%*9n(*); cosicchè si ha 


S) (oa) TRI n ae Ke va 


0 0 0 0 On 


Poste le cose a questo modo, l’affermazione fatta si giustifica 
osservando che la matrice identica d’ordine 2p è la somma delie 
n matrici dello stesso ordine, delle quali una ha eguali a 1 i primi 
2q, elementi principali e i rimanenti elementi tutti nulli; un’altra 
ha eguali a 1 i successivi 29, elementi principali e i rimanenti 
elementi tutti nulli, e così via via. 

Si conclude che: 

Vi è corrispondenza biunivoca tra le decomposizioni normali del 
modulo di [w] e i gruppi fondamentali di assi puri di wœ. Una tale 
decomposizione è dunque unica, se w- possiede soltanto un numero 
finito di assi; può essere invece effettuata in infinite maniere distinte, 
se w possiede infiniti assi. Ma in tal caso per le varie decomposi- 
zioni è costante il numero degli automoduli primitivi, che occorrono 
a costituirle. 

Di qua, ricordando ciò che è detto nel $ 15 della Parte Prima, 
discende il bel teorema (99): 

Se una matrice riemanniana di genere p è impura ma priva di 
assi isolati e se il genere e l'indice di moltiplicabilità di un suo 


(28) Loc. cit. (4), I, n° 38. 
(99) La formula (40), pag. 305 della Memoria citata in (f) non è che Pin- 
terpretazione aritmetica di questo teorema. 
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qualunque asse puro sono q e h,, Valgebra razionale ad essa corri- 
spondente è il prodotto diretto di umalgebra primitiva di ordine 


2 
h, 41 e di un’algebra regolare di ordine (E). 
q 


In particolare, osservando che il modulo di uwalgebra regolare 
di ordine n? ammette una decomposizione normale con n termini, 
si ha che: 

L’algebra razionale connessa con una matrice riemanniana è 
regolare quando, e solo quando, la matrice è pura e ad indici nulli, 
o impura, ma priva di assi isolati, e con gli assi puri ad in- 
dici nulli. 


$ 4. 


TEOREMI FONDAMENTALI PER LE MATRICI PURE. 


24, Poniamoci nell’ipotesi che œ sia pura e del rango o e 
quindi [w] primitiva e del rango o. 
Poichè lordine di [o] è X+1, sarà (I, n° 143) 


h+1= 00, 
con o’ intero e divisore di g, e quindi 
higo 


Inoltre, se A* è un’omografia riemanniana di rango 04, sarà 
Qa un divisore di @ (< o), e l’equazione minima di A* sarà un’e- 
quazione a coefficienti razionali, irriducibile nel corpo dei numeri 
razionali. 

Tale equazione minima, appunto perchè irriducibile, è certo 
priva di radici multiple, dunque A* è un’omografia regolare. 

Aggiungasi che l'equazione caratteristica di A*, 


è un’equazione a coefficienti razionali di grado 2p, le cui radici 
distinte sono tutte e sole quelle dell’equazione minima 


PAL 


eve. cage e e poppe veg °D 


e |——— 
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di A*(19); cosicchè, essendo questa irriducibile, il polinomio D (£) 
è una potenza di f(£f) e le radici di D ( =0 hanno tutte la 
2p 

Ou * 
Di qua segue, in primo luogo, che oa è un divisore di 2p; e 


molteplicità 


siccome A* può essere scelta in modo che sia 0a =" 0, anche ọ è 
un divisore di 2p. 
In secondo luogo risulta che, posto 


2p 
I 


v è la dimensione comune degli spazi fondamentali di A, 
Raccogliendo tutto quanto è stato detto si hanno i seguenti 
importantissimi teoremi : 

a) Le omografie riemanniane di una matrice riemanniana pura 
sono tutte regolari e ciascuna di esse ha per spazi fondamentali spazi 
di una stessa dimensione ; 

b) Se un’omografia di RIEMANN di una matrice riemanniana 
pura è del rango ca e a spazi fondamentali di dimensione v, Oa è 
un divisore comune del rango della matrice e del doppio del genere 
p di questa, ed è inoltre 


(» + 1) ca = 2p; 


c) Il rango di una matrice riemanniana pura è un divisore 
comune del doppio del genere e del’indice di moltiplicabilità aumen- 
tato di 1; 

d) Se una matrice riemanniana è pura, il quoziente della divi- 
sione dell’indice di moltiplicabilità aumentato di 1 per il rango è un 
divisore del rango ; 

e) Se una matrice riemanniana è pura e del rango o, il suo 
indice di moltiplicabilità non supera 0% — 1. 

Iufine dal teorema del n° 47 della Parte I, badando che [œ] è 
una sotto-algebra dell’algebra regolare di ordine 4p? costituita da 
tutte le matrici di ordine 2p a elementi razionali, si deduce che: 

f) Se una matrice riemanniana di genere p è pura, il suo 
indice di moltiplicabilità aumentato di 1 dà un intero che è un di- 
visore di 4p?. 


(100) Vedi, per es, C. Rosati, loc. cit. (43). 


| FOCA 
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Naturalmente, per un teorema noto (!0), questo intero sarà pure 
non superiore a 2p. 


21. L'equazione minima dell’algebra [œw] è un’equazione del 
grado o, in cui il coefficiente del termine di grado ọ è Punità, e 
gli altri coefficienti sono funzioni razionali intere a coefficienti ra- 
zionali di k41 indeterminate razionali é)é,,-» , n Essa diventa 
poi Pequazione minima di [œ] o di [œ], se si suppone che in essa 
le psi; ča Siano, rispettivamente, delle indeterminate reali o 
complesse. 

Se w è pura, l'equazione minima di [œw] è certo irriducibile nel 
corpo delle funzioni razionali di £,)--,é, a coefficienti razionali ; 
ma ciò non porta che essa sia irciducibile anche nel corpo delle 
funzioni razionali di 5), -,é, a coefficienti complessi. Porta sol- 
tanto che se l’irridneibilità dell’equazione minima in questo corpo 
più vasto viene meno, i fattori irriducibili del suo primo membre 
sono tutti distinti [e, come sappiamo (I, n° 148), tutti dello stesso 
grado]. 

Segue che l’equazione minima dell’omografia corrente di œw, 
riemanniana o no, se œ è pura, è priva di radici multiple, e quindi: 

L'omografia corrente di una matrice riemanniana pura è regolare. 

Aggiungasi che: 

Tale omografia è pure a spazi fondamentali della stessa dimensione; 

perchè la sua equazione caratteristica ha per primo membro 
una potenza del primo membro della sua equazione minima. 

Notisi espressamente che se si parla di omografie qualunque di 
w e non soltanto di quelle riemanniane questi ultimi teoremi stanno 
solo per l’omografia corrente o generica. 


22. Sarà bene indicare qualche utile corollario delle proposi- 
zioni del n° 20, 


Intanto se w è pura e ọ è un numero primo, per d) sarà 


h +1 = eo, 
con o = 1 0 e = 0; dunque: 


Se il rango o di una matrice riemanniana pura è un numero 
primo, Vindice di moltiplicabilità è dato da o — 1 0 ọ — 1. 

Si supponga sempre w pura e sia 8 una gua sostituzione rie- 
manniana intera (modulare) (4°) periodica, col rango 0’ essendo 
o’ un divisore di 0 (< o). 


(410) Loc. cit. (t), I, n° 42, 
(192) Cfr. loc. cit. (!), I, n° 25. 
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Le radici distinte dell'equazione caratteristica di S sono radici 
dell’ unità e sono anche radici dell’equazione minima di S che è a 
coefficienti interi, irriducibile nel corpo dei numeri razionali e del 
grado o”. Segue che quelle radici debbono appartenere tutte a uno 
Stesso esponente rj, e poi, che deve essere, indicando con g la 
nota funzione indicatrice di EULER, 


pm) =e 
ed 
mp (1) = 2p, 
con m intero. 

Se ọ'= 1, Ja matrice di S è la matrice identica I d’ordine 
2p 0 la sua opposta — I; se o > 1, essendo anche of =%9(7,), 
o’ è necessariamente pari. Quindi è pari ọ ed è pari k + 1, ossia 
h è dispari. 

Si conclude che: 

Se una matrice riemunniana, pura ammette sostituzioni rieman- 
niane intere (modulari) periodiche diverse dalla sostituzione identica I 


e dalla opposta — I, il suo rango è pari e il suo indice di molti- 
plicabilità è dispari ; 
quindi : 


Se una varietà abeliana pura ammette trasformazioni birazionali 
periodiche in sè stessa, che non siano nè di 1° nè di 2° specie, è pari 
il suo numero-base (193) ed è pari inoltre il rango della matrice di 
RIEMANN cui essa è legata. 


23. A proposito delle sostituzioni riemanniane intere (modulari) 
periodiche di una matrice riemanniana qualunque, pura o no, non 
sarà male avvertire che una nostra osservazione precedente può 
essere ora completata. 

Se il rango della sostituzione a periodo n, considerata nel n° 25 
della nostra Memoria di Palermo del 1916, è 0‘, e l'indice di mol- 
tiplicabilità della matrice a cui si riferisce è h, accanto all’egua- 
glianza ivi scritta 


(8) m, p (r) + + n p (rì) = 2p, 


(193) A proposito di questo numero-base vedi G. Scorza, Alcune questioni di 
geometria sopra una varietà abeliana qualunque [Atti dell’Accademia Gioenia di 
Scienze Naturali in Catania, Serie V, vol. XI (1918), Memoria XX], n° 7. 
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vi è da tener conto di queste altre 
(9) np + + ep =I+1, 
(10) vr Pr + + rp) = 0, 


dove le n; e v»; sono dei convenienti interi positivi. 

Come la (8) fu trovata considerando l’equazione caratteristica 
della sostituzione e le sue radici, la (9) e la (10) si dimostrano ra- 
gionando in maniera analoga sulle equazioni fondamentali e sull’e- 
quazione minima della sostituzione considerata come elemento di 
un’algebra razionale di ordine h + 1. 


$ 5. 


IL RANGO DI UNA MATRICE RIEMANNIANA COMPOSTA, 


24. La matrice w sia composta mediante le matrici rieman- 
niane ©, © œ, dei generi p, e pọ, con gli indici di singolarità 
k, e ky, gli indici di moltiplicabilità h, e A, e il carattere simul- 
taneo À. 

Sarà 


w 0 


>» P= FP, 
0 œ| 


k=k Hk thi +l, 
h = h, + h + 24 + 1 (1). 

Nello spazio rappresentativo di @ i due spazi opposti M ed N 
della piramide fondamentale delle coordinate le cui equazioni sono 
date, rispettivamente, da 

L2p,+1 == Lp +2 = e = Lap = 0, 
x 


1 = Vy = doo = Lap; = 0, 


saranno due assi complementari di œ che potranno riguardarsi come 


(4) Loo. cit. (1), I, $ 5. 
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spazi rappresentativi di œ, e œ, Le imagini di ©, © ©, saranno 

poi gli S,,-1 e gli $,,-1 secondo cui M ed N si appoggiano a te t. 
Se 

A = || ans || (r,s = 1, 2p) 


è un elemento di [œ], posto 


A, = || ans ll 
B, = || ans || (iss = 1, a, 29; 
B, = || @rya, || T9,89= 20141, 329), 
Ag fa | rn,89 | 
sarà 
Ai Bi 
(11) A= 
B, di 


e poi Á; , Á saranno elementi delle algebre razionali [w,] e [w] 
connesse con œw; e ws; mentre B, e B, saranno matrici rispondenti 
ad omografie riemanniane simultanee di w, e wp 

Gli elementi A di [w], rispondenti a omografie riemanniane di 
aventi in M uno spazio unito, sono tutti e solo quelli che si 
ottengono dalla (11) supponendovi B, = 0; dunque coteste omo- 
grafie, esclusa quella nulla, determinano una totalità lineare della 
dimensione 


hi + ha PLA+1=lX—-4. 


Tale totalità co? è la totalità delle omografie non nulle di w, 
riemanniane 0 no, che hanno in M uno spazio unito. 

Infatti le omografie non nulle di œ costituiscono un sistema 
lineare co* determinabile mediante A + 1 omografie riemanniane 
linearmente indipendenti; inoltre lo spazio M è razionale. Quindi 
entro quel sistema co il sistema lineare delle omografie aventi in 
M uno spazio unito è razionale, ed è pertanto determinabile me- 
diante omografie riemanniane linearmente indipendenti. 


25. Sia ora 


EN 


LI 


A= 
00 Cd 


VPelemento corrente fra gli elementi di [œw] forniti dalla (11) per B,=0. 
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Dico che il rango di A è dato da 


e: E 02, 


se 0; € o, Sono i ranghi di œ; € w 

Se 4 = 0 (per modo che allora è necessariamente B, = 0), le 
matrici 0, e ©, non sono vincolate, [w] è la somma diretta di due 
algebre equivalenti a [œ,] e [ws] e quindi l’asserto è conseguenza 
immediata del teorema di STUDY (vedi I, n° 127). 

Se invece 4 > 0, pongasi 


A, 0 


= 
Il 


0 0 


Al variare di A tra i considerati elementi di [w], 4i e Az de- 
scrivono due sotto-algebre di [w], equivalenti ad [©,] e [0], che 
indicheremo con (0,) e (w); e Bi descrive una sotto-algebra di [œ] 
che indicheremo con (%1,2). 

A proposito di queste sotto-algebre si ba evidentemente 


(4) (09) = (0) (w) = 0, 
(12) (012) =0, (w) (012) < (012), (012) (01) = 0, (w) (012) = 0, 
(©1,2) (w3) < (012), 
quindi (œ,) + (œw) -+ (012), che è Valgebra costituita dai conside- 
rati elementi di [w], è una sotto-algebra di [œ] per la quale (@1,2) 


è una sotto-algebra invariante. 
In virtù delle posizioni fatte è 


A=A + A+ K, 


e quindi, badando alle (12), si riconosce subito che, se r è un 
intero positivo qualunque, si ha 


AS A + AY + Bir, 
essendo Bi, un conveniente elemento di (01). 


Ora il modulo di (@,) + (0) + (012), cioè di [w], è la somma 
dei moduli di (@,) e (œw) dunque se (é) è una qualunque 


528 GAETANO SCORZA 
funzione razionale intera in ¢ a coefficienti razionali, si ha 


p (A) = p (Ai) + p (42) + Bio, 


essendo Bi un opportuno elemento di (02). 
Ciò posto, si indichino con 


fS(=0, AES, 9 =0 


le equazioni minime di A, A, e Ag, cioè le equazioni minime 
di A} Ai è A}, 0 di (0,) + (w) + (@10) (0) € (o) 
Sarà 
S(A)=0, 


e quindi, indicando con Biy un conveniente elemento di (012), 


F(A) + SA) + Biy= 0. 


Ma, come è chiaro, la somma di tre elementi appartenenti 
rispettivamente ad (#0), (W) e (0,2) non può esser nulla se non a 
patto che ciascuno dei tre elementi sia nullo, dunque, in particolare, 


ed Y(é) è divisibile per J, () ed J, (€), cioè per il prodotto 
S(E)/2(€); perchè ciascuno dei polinomi f,(é), Jo (£) è indipen- 
dente dai parametri indeterminati da cui dipende l’altro, nè i due 
polinomi possono avere fattori irriducibili comuni indipendenti da 
tutti quei parametri indeterminati, perchè allora un tal fattore 
dovrebbe esser comune ai polinomi cui si riducono f, ($) ed f, (È) 
quando tutti quei parametri si suppongono nulli, e dovrebbe essere 
E£; mentre ciò è assurdo, perchè le algebre (@w,) e (w) sono dotate 
di modulo e quindi i termini noti di f, (é) ed J} (é) non possono 
essere identicamente nulli. 
D'altronde, essendo 


Si (A) =0,  /g(4)=0, 
si ha, indicando con Bin e Bi n degli opportuni elementi di (%1,2) 
S (A) = fi (49) + Bins 
f (4) = f (4) + Bin, 
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ed è, pertanto, in virtù delle (12), 


SA) fa (A) = 0; 


dunque ,(£)/3 (é) è a sua volta divisibile per f(£). 
Segue che è 


S (6) = fai (6) Sa (È), 


e che quindi il rango di A, cioè di (0,) + (09) + (©12), è dato da 


0, + 09 


26. Consideriamo ora tutti gli assi di œ complementari ad N. 
Per un teorema noto (105) essi appartengono tutti alla varietà alge- 
brica V degli oot (t = 0) spazi polari di N rispetto ai vari sistemi 
nuili (riemanniani o no) di œ. 

Il valore della dimensione # sarà calcolato tra poco, e si tro- 
verà precisamente 


ma intanto giova osservare che V è la minima varietà algebrica a 
cui appartengano tutti gli assi di œw complementari ad N (199). 

E infatti dire che una varietà algebrica V’ contiene gli assi 
di œ complementari ad N, val quanto dire che essa contiene gli 
assi di œ che sono polari di N rispetto a sistemi nulli riemanniani 
di œ e che inoltre sono indipendenti da N, cioè che sono polari di 
N rispetto a sistemi nulli riemanniani generici di œ. Segue che 
tale varietà deve contenere gli spazi polari di N rispetto ai sistemi 
nulli riemanniani di œ e quindi anche rispetto ai sistemi nulli 
reali di œw, ciascun dei quali può pensarsi come limite di sistemi 
nulli riemanniani. 

Ma allora V’ deve coincidere con V, perchè se no entro la 
totalità lineare dei sistemi nulli, reali o no, di œw esisterebbe una 
varietà algebrica non coincidente con essa e contenente la totalità 
dei sistemi nulli reali di œw; ciò che è manifestamente assurdo (197). 


(10) Loo. cit. (t), n. 41, c). 

(496) Intendiamo dire con questo che ogui varietà algebrica, a cui appar- 
tengano tutti gli assi di œ complementari ad N, contiene necessariamente F. 

(107) Allorchò in questo n° si parla dell'insieme dei sistemi nulli rieman- 
niani di © si intende escluso il sistema nullo zero o del tutto indeterminato. E 
la stessa osservazione si intenda fatta per qualche altra occasione analoga. 


34 
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27. Ciascun asse di œw complementare ad N (e quindi isomorfo 
ad M) è polare di N rispetto ad infiniti sistemi nulli riemanniani 
di œw individuanti un sistema lineare della dimensione 


k, + ky + 1 = k — å (9) 


Ma ogni tale asse è uno spazio razionale, dunque, per una 
ragione analoga ad altra addotta più sopra, possiamo dire che i 
sistemi nulli di ©, riemanniani o no, rispetto a cui un asse 
complementare di N è polare di N, costituiscono un sistema 
lineare co, 

Ora si dica # la dimensione della totalità lineare costituita 
dai sistemi nulli, riemanniani o no, di © rispetto a cui N ba per 
spazio polare lo spazio corrente di F. 

Per quanto or ora è stato detto è 


F-n= 


Ma se fosse t < k — å, gli assi di © complementari ad N, 
per ognun dei quali la dimensione corrispondente a é è proprio 
k — å, apparterrebbero a una varietà algebrica situata su V ma 
non coincidente con V, ciò che è impossibile; dunque sarà 
t =k— hÀ. 

Ora è evidentemente 


t =k— t, 
dunque resta, come volevasi, 
t= À (199). 


28. Ciò posto, introduciamo l’ipotesi, di cui tra poco ci libe- 
reremo, che le matrici œ, e œ, siano pure (e quindi, se 1> 0, 
isomorfe), e torniamo a considerare l’asse M e le cof-* omografie 


(498) Loc, cit. (495). 

(499) Di qua un significato geometrico notevole del caraitere di immersione 
di un asse di una matrice riemanniana, che avevo rilevato fin dal 1915, ma che 
non avevo mai reso pubblico, perchè di esso non avevo mai avuto occasione di 
valermi. Ad esso intendevo alludere con le ultime parole introdnttive della mia 
Nota : Sugli integrali abeliani riducibili [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 
serie 58, vol. XXIV, 2° semestre 1915, pp. 393-400]. 
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non nulle di œw che hanno in M uno spazio unito, e che subor- 
dinano in M le omografie di w,. Tra queste lomografia corrente è 
regolare, dunque per l’omografia corrente della totalità co*-? M è 
lo spazio congiungente un certo numero (= 1) di suoi spazi fon- 
damentali. 

Dal fatto che le omografie non nulle di w aventi uno spazio 
unito in un asse complementare ad N costituiscono un sistema 
lineare co%-4 segue, come più sopra, che lo stesso sta per lo spazio 
generico di V; e anche questo è per lomografia corrente del si- 
stema col-? corrispondente lo spazio congiungente un certo numero 
di spazi fondamentali. 

Si ricava da ciò che l’'omografia corrente di œw, se pure appar- 
tiene a più di uno dei sistemi co” rispondenti ai vari spazi di 
V, non appartiene che a un numero finito di tali sistemi, e quindi 
la totalità delle omografie non nulle di w aventi uno spazio unito 
in qualche spazio di V ha la dimensione 


4+(h—2)=h, 


cioè coincide con quella di tutte le omografie non nulle di ò. 

Si osservi inoltre che l’insieme di queste omografie di œw è la 
minima varietà algebrica contenente i sistemi lineari co? di omo- 
grafie rispondenti agli assi di w complementari ad N. 


29. Il rango dell’elemento corrente dell’algebra complessa [œw] 
connessa ad © è il rango ọ di w; ma può darsi che in [œ] esi- 
stano anche elementi di rango inferiore a o. 

A questi rispondono omografie di w costituenti, ove si escluda 
l’omografia nulla, una varietà algebrica di dimensione inferiore ad 
h; e quindi è certo che cotesta varietà non contiene tutte le omo- 
grafie riemanniane di w aventi uno spazio unito in un asse (almeno) 
complementare ad N. 

Fra quest'ultime quella corrente è pertanto del rango ọ. 

Ma essa è pure del rango ọ, + e, dunque 


e =, +0; 
e: 
Il rango di una matrice (riemanniana) composta con due matrici 
riemanniane pure è la somma dei ranghi di queste. 
Se le due matrici in discorso non sono vincolate ogni omografia 
riemanniana della matrice composta è regolare e le dimensioni dei 
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suoi spazi fondamentali o sono tutte eguali o si distribuiscono in 
due gruppi ciascuno formato di numeri eguali; se invece sono vin- 
colate e quindi isomorfe, l’omografia riemanniana corrente della 
matrice composta è regolare e le dimensioni dei suoi spazi fonda- 
mentali sono tutte eguali. 


30. Nel teorema or ora enunciato l'ipotesi che le matrici 
componenti fossero pure fa introdotta nel n° 28 per poter affermare 
che l’omografia generica di œw, era regolare (e per questo sarebbe 
bastato anzi supporre che soltanto la matrice œ; fosse pura). In 
tutte le altre parti della dimostrazione essa non è minimamente 
intervenuta. 

Ma ora l’affermazione in discorso può essere fatta anche per le 
matrici riemanniane composte con due matrici pure, dunque il 
teorema sussiste anche per le matrici composte con tre matrici 
riemanniane pure; dopo di che si riconosce che anche per queste 
matrici l’omografia riemanniana generica è regolare. 

Segue, per induzione, che il teorema sussiste per una matrice 
composta con un numero qualunque di matrici riemanniane pure, 

Intanto ogni matrice riemanniana composta può considerarsi 
come isomorfa a una matrice composta con matrici pure; quindi 
possiamo enunciare l'importante teorema generale : 

Se una matrice (riemanniana) è composta con due 0 più matrici 
riemanniane (pure o no), il rango di quella è la somma dei ranghi 
di queste. 

Il teorema può anche enunciarsi al modo che segue: 

Il rango di una matrice riemanniana impura è la somma dei 
ranghi degli assi di un suo qualunque sistema di assi complementari. 

Avvertasi che nei ragionamenti fatti sono implicitamente con- 
tenuti i teoremi: 

a) L’omografia generica di una qualunque matrice riemanniana 
è regolare; 

b) Se una matrice riemanniana è impura ma priva di assi 
isolati, la sua omografia generica (riemanniana o no) è regolare e a 
spazi fondamentali aventi tutti una stessa dimensione. Inoltre se 
questa dimensione è v, e p, 0 sono il genere e il rango della ma- 
trice sì ha 

(+ 1) o = 2p. 

31. Adesso possiamo estendere alle matrici impure, ma prive 
di assi isolati, i teoremi c), d) ed f) del n° 20 riguardanti le ma- 
trici pure. 
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Si supponga infatti che œw sia impura, ma priva di assi isolati, l 
e si dicano q, ©; ed 4, il genere, il rango e l’indice di moltiplica- 
bilità di un suo qualunque asse puro. 

Posto p= 9, con n intero (=> 2), si ha 


h+1=n°(h,+ 1) 
@ e Ge 


h, + 1 = 01028; 


con o divisore di 0,, dunque 


h +1 = n? 0; 03 = ” 0 03, 


| 
I 
dove no, è un divisore di o. 
Intanto ọ è ancora un divisore di 2p, per la proposizione b) 
del n° prec., dunque i teoremi c) e d) sono estendibili alle matrici | 
impure prive di assi isolati. 
E lo stesso sta per il teorema f) una volta che è 


p =n ed h+ 1 =r? (h +1. 


In particolare si ha dunque : 

Se una matrice riemanniana è priva di assi isolati, il suo indice 
di moltiplicabilità aumentato di 1 dà un intero che è un divisore del 
quadruplo del quadrato del genere. 

Occorre appena avvertire che il teorema non è ulteriormente 
estendibile; per le matrici con assi isolati può non esser vero. Si 
pensi, ad es., a una matrice del genere 2 e del tipo IV). 


32. È stato già osservato che l’omografia generica, riemanniana 
o no, di una matrice riemanniana è regolare. Facciamo vedere che: | 

Perché una matrice di RIEMANN ammetta un’omografia rieman- 
niana non regolare, occorre e basta che essa sia impura e possegga 
infiniti assi. 

Suppongasi che la matrice œ sia impura, ma dotata soltanto 
di un numero finito di assi. 

I suoi assi puri (costituenti Punico gruppo fondamentale di 
assi puri della matrice) sono isolati; quindi una qualunque omo- 
grafia riemanniana di ©, diciamo «, deve lasciar fermo ciascuno di 
essi, subordinando in ciascuno di essi una (delle relative omografie 
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riemanniane, e quindi una) omografia regolare. Ma cotesti assi sono 
anche complementari, dunque gli spazi fondamentali di « non 
possono non avere come spazio congiungente lo spazio rappresen- 
tativo di œw e « è regolare. 

Si conclude, ricordando il teorema sulle omografie delle matrici 
pure or ora invocato, che se œw è pura, o impura, ma dotata sol- 
tanto di un numero finito di assi, œ non possiede omografie rie- 
manniane irregolari. 

Se invece w è impura e possiede infiniti assi distinti, esistono 
per © assi non isolati ossia a coefficiente d’immersione positivo; 
quindi œw ammette omografie riemanniane degeneri (non nulle) il 
cui primo asse contiene il secondo, cioè ammette omografie rie- 
manniane non regolari, rispondenti a elementi pseudonulli delal- 
gebra [œ] di grado 1. 

Con questo l’asserto è dimostrato ed è inoltre provato che: 

L’algebra [w] ammette elementi pseudonulli quando, e solo quando, 
w è impura e ammette infiniti assi. 


33. Le tre algebre connesse con la matrice œ hanno lo stesso 
ordine e lo stesso rango, quindi sono insieme potenziali, o insieme 
non potenziali; e si verifica la prima alternativa quando, e solo 
quando, è XR--1=e. 

Se © è impura ed è isomorfa a una matrice composta con le 
matrici riemanniane pure ©,,...; on, detti k; e o; l'indice di 
moltiplicabilità e il rango di œj, è 


e= Z 0; o Seli 0 <h4 1 


e inoltre (110) 


1...n 
RELA N EY 
ji 


verificandosi qui il segno superiore o l’inferiore secondo che tra le 
matrici ©; ve ne sono, o no, almeno due che siano vincolate. 
Dunque, perchè sia 


e=h+1, 


(410) Vedi loc. cit. (1), n° 29, formula (22). 
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occorre e basta che sia, per ogni valore di j, 
Qj z= hj + il; 


e che le matrici œj siano a due a due non vincolate, 

Si conclude che: 

Se le algebre connesse con una matrice riemanniana sono poten- 
ziali, la matrice o è pura, o è impura, ma dotata soltanto di un 
numero finito di assi. E in questo secondo caso ogni suo asse (puro 
o no) è anch'esso ad algebra potenziale. 


$ 6. 


L’EQUAZIONE MINIMA DELL’ALGEBRA [œw]. 


34. Le analogie che nei n! prec. si son venute manifestando 
tra le matrici riemanniane pure e quelle impure, ma prive di assi 
isolati, trovano la loro spiegazione migliore nell’importante teorema 
che segue: 

L'equazione minima dell'algebra razionale connessa con una ma- 
trice riemanniana é irriducibile, nel corpo delle funzioni razionali a 
coefficienti razionali dei parametri indeterminati che essa contiene, 
quando, e solo quando, la matrice è priva di assi isolati. 

Che l'equazione minima di [œw] sia riducibile nel corpo ora 
detto se w possiede assi isolati è evidente per il teorema di STUDY 
(I, n° 127); quindi tutto sta a far vedere che se œw è priva di 
assi isolati, l’equazione minima di [œ] è, in quel corpo, irriducibile. 
E in questo caso si può anche supporre œ non pura, perchè, 
quando œw è pura, è a dirittura irriducibile nel corpo dei numeri 
razionali l'equazione minima di un qualunque elemento di [œ]. 


35. Cominciamo dal dimostrare che: 

Se Vequazione minima di [w] è riducibile (nel solito corpo), la 
matrice w è impura e ogni sua omografia riemanniana lascia fermo 
qualche suo asse. 

Sia 


l'elemento corrente di |œ], con le coordinate 2);.., 0%, e sia 


n I 


i 


n 
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la sua equazione minima, cioè l'equazione minima di [œ], la quale 
avrà per grado il rango di A, cioè di œ. 
Se questa è riducibile, ed è 


SE) = Sa (6) Sa (€) o fe (È) 


con fi,- fe irriducibili, questi fattori [n° 30, a)] sono tutti di- 
stinti; poi è 


Sa (A) fa (A). fi (4) = 0. 
Gli elementi di [æ] 
Ji (4); e fe (A) 


sono tutti non nulli e permutabili, quindi ciascun di essi è un 
divisore dello zero, e le omografie riemanniane di œw rispondenti ad 
essi sono tutte degeneri e non, nulle. 

Siano, ordinatamente, M,,..,M, i primi assi ed N, ,..., N, i 
secondi assi di tali omografie. Siccome ciascuna di queste è per- 
mutabile con l’omografia riemanniana A* di œ rispondente ad A, 
ognuna di esse è trasformata in sè da 4*; quindi A* lascia fermo 
ciascuno degli assi M,,..,.M: ed N,,..., Ne, ognuno dei quali è 
appunto un asse di œ. 

Con questo l’asserto per l’omografia riemanniana corrente è 
stabilito. 

Avvertasi inoltre che l’asse M; è lo spazio congiungente gli 
spazi fondamentali di A* corrispondenti alle radici della sua equa- 
zione caratteristica date dalle radici di f; (£) = 0; e l’asse N; è 
lo spazio congiungente gli spazi fondamentali corrispondenti alle 


radici dell’equazione caratteristica date dalle radici di AG AU 
Ji (ë) 

quindi le coordinate grassmanniane di un qualunque asse M; o N; 
sono funzioni razionali intere a coefficienti interi delle coordinate 
Gg ge, ch di AL 

Ora si consideri un’omografia riemanniana qualunque di œw, B*. 

Se B* è nulla, il teorema è evidente; supponiamo dunque che 
ciò non sia e si consideri il fascio determinato da B* e da un’omo- 
grafia riemanniana A* di œ di rango o. 

Per l’omografia riemanniana corrente di questo fascio il teo- 
rema sussiste, quindi essa lascia fermo qualche asse di œ, e le 


coordinate di ciascuno di questi assi sono funzioni razionali intere 
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a coefficienti razionali del parametro, diciamolo 7, che serve & 
fissare l’omografia nel fascio e il cui valore si può supporre razio- 
nale per ciascuna omografia riemanniana del fascio. 

Se 24, è il valore di å rispondente a B*, può ben darsi che 
quelle funzioni per å = 4, diventino tutte nulle; ma i loro mutui 
rapporti, riuscendo funzioni razionali di 2 a coefficienti interi, per 
å tendente a Z, hanno limiti determinati, razionalmente esprimibili 
mediante 45; e quindi ciascuno degli assi lasciati fermi dall’omo- 
grafia riemanniana corrente del fascio, al tendere di Z a Z;, tende 
verso un asse lasciato fermo da B*; c. d. d. 


36. Ed ora dimostriamo che: 

Se la matrice w è impura, ma priva di assi isolati, Vequazione 
minima di [œw] è, nel senso dichiarato, irriducibile. 

Sia q il genere degli assi puri di œw e sia p=nq con n 
infero e = 2. 

Si considerino n + 1 assi puri di œw ad n ad n indipendenti 


(AE, le, 


i quali sono degli Sx— che ad n ad n hanno come spazio con- 
giungente lo spazio rappresentativo di œw; e si consideri inoltre la 
varietà di SEGRE (111), diciamo V, riempita dagli S,_; appoggiati 
ciascuno in un punto ai singoli spazi M;. 

La varietà V è riempita semplicemente da due schiere di 
spazi lineari: di queste, una, diciamo ®, è costituita dagli 002971 
Sn-1 iu discorso; l’altra, e sia P, è costituita da co”! Sapı € 
contiene gli n +1 spazi M;. Due spazi distinti di una stessa 
schiera non hanno alcun punto comune, mentre due spazi di schiere 
diverse si tagliano in wn punto; inoltre due spazi di una stessa 
schiera sono punteggiati proiettivamente dagli spazi dell’altra. 

Le imagini te 7 di œ si appoggiano a ciascun asse M;, e 
quindi a ciascuno Sa; di P, secondo &;—; cosicchè tra questi 
S29-1 sono assi (puri) di œ quelli, e quelli soltanto, che sono ra- 
zionali. 


(445) Per queste varietà vedi: C. SEGRE, Sulle varietà che rappresentano le 
coppie di punti di due piani o spazi [Rendiconti del Circolo Matematico di Pa- 
lermo, tomo V (1891), pp. 192-204]; G. Scorza, Sulle varietà di SEGRE [Atti della 
R. Accademia delle Scienze di Tormo, vol. XLV (1909), pp. 119-131]. 
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Se a è lo Sn, di Ø uscente da un punto razionale di M, , 
a è razionale, perche è Punico Sa—ı uscente da quel punto e ap- 
poggiantesi agli spazi razionali My, ..., Mn41; quindi fra gli Szq—ı 
di F sono assi di œ quelli, e quelli soltanto, che escono dai punti 
razionali di g. 

Si considerino ora le 00”! omografie (non nulle), formanti 
sistema lineare, che trasformano V in sè stessa e tengono fermo 
ciasenno spazio di P. Esse mutano in sè ciascuna imagine di w e 
fra di'esse risultano omografie riemanniane di œ tutte e sole quelle 
che subordinano omografie razionali su œ e quindi su ogni altro 
Sui di D, 

Sia o, un’omografia razionale di a i cui spazi fondamentali 
siano n punti uniti reali ma non razionali, e tale che non risulti 
razionale nessuno degli spazi congiungenti questi punti a due a 
due, a tre a tre, ..., ad n— 1 ad n—1; poi sia o un’omografia 
razionale variabile di a tendente a o, con » punti uniti razionali 
(tendenti agli n punti uniti di .0p). 

Se A ed A* sono le omografie riemanniane di œw appartenenti 
al detto sistema 00” e subordinanti su « le omografie o, e o, 
al tendere di o* a op, A* tende ad AÑ. 

L’omografia A* ha come spazi fondamentali n spazi di ¥ che 
risultano n assi (puri) di w; ed A ha come spazi fondamentali n 
spazi di ¥ che sono reali, ma non raziouali. Inoltre nessuno degli 
spazi congiungenti gli spazi fondamentali di Af a due a due, a 
tre a tre,..., ad R—1 ad n— 1 risulta uno spazio razionale, 

Se un asse N è lasciato fermo da A*, lomografia razionale 
subordinata in esso da A* ha i suoi spazi fondamentali negli spazi 
fondamentali di A*; quindi N deve appoggiarsi a qualcuno di 
questi ultimi spazi. Ma un asse puro di œ sta in ogni asse di œ 
che non sia indipendente da esso; dunque N contiene ogni spazio 
fondamentale di A* cui si appoggi. 

D'altronde se N non coincidesse con lo spazio congiungente 
gli spazi fondamentali di A* situati in esso, N incontrerebbe lo 
spazio congiungente i rimanenti spazi fondamentali in uno spazio 
che risulterebbe unito in A*, ma privo di punti uniti, ciò che è 
assurdo: dunque N coincide, o con uno spazio fondamentale di A*, 
o con uno spazio congiungente due o più di questi spazi fonda- 
mentali. 

Da ciò si raccoglie che i soli assi di œ lasciati fermi da A* 
sono gli spazi fondamentali di A* e gli spazi che li congiungono a 
due a due, a tre a tre,..., ad n—1 ad n—1 
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Quando A* tende ad AŞ, ciascun asse lasciato fermo da A* 
tende a uno spazio tenuto fermo da Af, ma non razionale; quindi 
l'equazione minima di [œw] non può essere riducibile, perchè altri- 
menti in virtù di quanto è detto nel n° 35, qualcuno degli assi 
lasciati fermi da A*, al tendere di A* verso Af, dovrebbe teun- 


dere verso un asse lasciato fermo da AČ. 


37. Dal teorema ora dimostrato discende che (I, n° 145): 

L'algebra complessa connessa con una matrice riemanniana (pura, 
o impura ma) priva di assi isolati, o è regolare, o è la somma di- 
retta di due o più algebre regolari (dello stesso ordine, e quindi) 
equivalenti. 

Nel primo caso l’indice di moltiplicabilità della matrice egua- 
glia il quadrato del rango diminuito di 1. 


SIT. 


LE FORME HERMITIANE DI UNA MATRICK DI RIEMANN. 


38. Sia 


1...29 


(13) PIRO 


1,8 


una forma di RIEMANN della matrice œw; i coefficienti a, saranno 
dunque numeri razionali; e se tanto le «,, quanto le %;, si riguar- 
dano come coordinate correnti di punto nello spazio 5, l’equazione 


1...2p 
(14) © Ars %Y= 0 


r,8 


rappresenta una reciprocità riemanniana di œw. 

Diciamo « cotesta reciprocità. 

Se le variabili 2; Cei oi — i maD) Bi riguardano come le 
coordinate in t e z, rispettivamente, dei punti di 7 e z che, in 
Z, hanno per coordinate 


Alias 0 E lo, vi Dir + + poi (P= p 2P) 


la reciprocità indotta da « fra t e T, cioè quella in cui due punti 
di z e 7 sono fra loro coniugati quando sono tali in a, è rappre- 
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sentata dall’equazione 


1...p 
Li Kj; ži v = us 


jl 
deve 
1...2p cS 
(15) Kju = È @drg Wij,r Di,s (H; 
1,8 


Se la forma (13) è simmetrica, la (15) porge 
K= Kju; 
se invece è alternata, la (15) dà 


Kij = — Ki. 


Secondo che si verifica la prima o la seconda alternativa, 
poniamo 


de: i A - 
H=; Ku oppure  Hu=-> Kn  (i=/-1) 


H; = H;i, 
e la forma 

1..p 

“i Hja Žj ZI 

fs 


nelle variabili #; e nelle complesse coniugate risulterà una forma 
Hermitiana. 

Essa si dirà la forma Hermitiana di œw rispondente alla sua 
forma di RIEMANN (13); e si dirà di prima o di seconda specie 
secondo che questa è alternata o simmetrica. 

E chiaro che: 

Ogni combinazione lineare omogenea secondo numeri razionali di 
forme Hermitiane di w tutte di prima (seconda) specie, è ancora una 
sua forma Hermitiana della stessa specie ; 


(442) Loo. oit. (4), n° 24. 
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e che: 

Il massimo numero di forme Hermitiane di prima specie di œ 
linearmente indipendenti è kK-4-1; mentre il numero analogo per 
quelle di seconda specie è h— k (113), 

Una forma Hermitiana di œw di prima specie si dirà principale 
se è definita; o, ciò che è lo stesso, se è principale la forma di 
RIEMANN da cui trae origine. 


39. Pongasi 
1...2p 
ti = È rs Ols 
8 
cosicchè 
= 1...29 "A 
Tri = PA Ur,g Wl,s * 
8 
Sarà 


1...2p 
È Ti Òr = 0, 
F 


1...2p Ar NE 
È tra wr = Kjiy 
r 


IIS). I 
2a v wjr = Ajal; 
Z 


d'Area 
Sit dir = h; 
P 
quindi se si pone 


01,1 01,2 +++ 01,2p 


Opi pg + +» Op2p 


Q e z 


Di, 0,2 é. W1,2p 


pi @p,2 + + + p2p 


e si eseguisce il prodotto per righe dei determinanti |a,s| ed Q, 
e poi si eseguisce il prodotto del determinante così ottenuto per 2, 


(343) Loc, cit. (t), annotazione (?2), 
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moltiplicando colonne per righe, si trova che 


(16) | ars] Z = (— 1)? |Kjale | Eja 
Se la (13) è simmetrica, si ha dunque 

(17) |are| @ = (— 1)? 22]Hif, 

se inyece è alternata, si ha 

(18) [ans| 0° = 2”? | Hja. 


Osservisi che essendo 


Q= (— 1P 9, 
e quindi 
Q 0 = (1P 2, 


Q? (che come è noto, non può esser nullo) è positivo se p è pati, 
negativo se p è dispari, cosicchè, per la (16), è in ogni caso 


| ara| = 0. 
40. Si supponga nel n° 38 che l’equazione 
1...2p 


© ds Lr Ys = 0 
r,s 


sia quella di una qualsiasi reciprocità inyolutoria z di 2 avente 
in ze 7 due spazi autopolari; cioè si supponga che gli elementi 
della matrice simmetrica o emisimmetrica || ans || Siano legati agli 
elementi di œ mediante le relazioni 


1...2p 
(19) E Arg Wir Wa = 0 (j,1=1,..;P) 
e 

1...2p = ce A 
(20) 2 lrs Wj,r Ols = 0 (j , l=1 q odu P) 


r,8 
E in corrispondenza alla forma bilineare 


1...2p 
Z Arg %r Ysy 
1,8 
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si costruisca sempre l’altra 


1...2 
> Hjiz;%, 
jnl 
ponendo 
1 1...2p 383 
(21) Hj = T Wa jr Ors, 
1,8 
oppure 
i 1-20 La 
(22) Hja == i DÀ Urs Wj, Wl, ¢ 
T,8 
secondo che drs = Asr, Oppure aps = — sr. 


La totalità lineare 002°! delle reciprocità involutorie (non 
nulle) di 2 di una determinata specie (polarità o sistemi nulli), 
aventi in 7 e 7 due spazi autopolari, resta riferita omograficamente 
alla totalità lineare 002°! delle reciprocità (non nulle) fra t e 
T, quando si faccia corrispondere ad ogni elemento della prima la 
reciprocità che esso induce fra t e 7; dunque: 

Se si assegnano arbitrariamente i p? numeri Hjı esiste una ed 
una sola matrice simmetrica (emisimmetrica) || a,s || tale che i suoi 
elementi soddisfacciuno nel tempo stesso alle (19), (20) e (21) [alle 
(19), (20) e (22). 

Ora si osservi che, se la reciprocità involutoria 7 ha due spazi 
nutopolari in r e 7, lo stesso accade per la reciprocità involutoria 
complessa coniugata 7, cioè per quella rappresentata dall’equazione 


1...2p — 
PA Ars Cr Ys = 0; 
1,8 


e che i numeri aventi per le @,s lo stesso significato che i numeri 
H;, hanno per le ay sono i numeri Hi; = Hj; quiudi: 
Se la forma simmetrica o alternata 


1...2p 
(23) È rsr Ys 
1,8 


è a coefficienti reali, la forma 
KP. net. 
(24) 5 Hj Zj 21 
jl 


risulta una forma di HERMITE; le due forme (23) e (24) si indivi- 
duano a vicenda e la forma (24) può essere assegnata arbitrariamente, 
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Di qua si trae una conseguenza che ci sarà utile in appresso. 

Si supponga che la matrice œw sia ad indici massimi (cioè che 
sia k= p? — 1 e h= 2p? — 1). Allora, fissata una qualsiasi re- 
ciprocità involutoria reale di Y avente in 7 e 7 due spazi auto- 
polari, esistono reciprocità involutorie riemanniane di œw infinita- 
mente prossime ad esse e quindi : 

Se la matrice œ è ad indici massimi, assegnata una qualsiasi 
forma di HERMITE in p variabili (e nelle complesse coniugate), esi- 
stono forme di HERMITE della matrice, tanto di prima, quanto di 
seconda specie, infinitamente prossime ad essa. 


41. Si passi dalla matrice © alla matrice riemanniana equiva- 
lente œw mediante l’operazione A (t4) definita dalle uguaglianze 


Td 
t 
(25) dj = > Ani dmn» 
m 


La forma (13) sarà una forma di RIEMANN anche per la ma- 
trice w”; e se essa è simmetrica o alternata, la forma Hermitiana 
di w ad essa corrispondente sarà data da: 


dove 


n RIDI, 
di Cress Mrs Vij,r Wl,s 


con y = 1, oppure y =i, secondo che la forma (13) è simme- 
trica o alternata. 
Per le (25) si ha 
; 1...9 DeL 
Hji = Ha Aim Am3 


m,n 


quindi la forma H’ è la trasformata di H mediante le sostituzioni 
lineari complesse coniugate 


zj | ijz + + Zog 0, gj | uj zi Ho + Apj 2% 
In altri termini: 


Se la matrice riemanniana œw è dedotta da una matrice rieman- 
niana w mediante un'operazione A definita dalla matrice 


4= | dii | (j P) l=1 sn DÌ 


(144) Loo. cit. (4), I, n? 1. 
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le forme di HERMITE di w di prima (seconda) specie si deducono da 
quelle della stessa specie di œw effettuando su di esse le sostituzioni 


lineari complesse coniugate rispondenti alle matrici A_, e Hate 

Segue che: 

Applicando, ove occorra, a una matrice riemanniana un’opera- 
zione A, con che le forme di RIEMANN restano inalterate, si può 
sempre supporre che la forma di HERMITE corrispondente a una 
determinata forma di RIEMANN, simmetrica o alternata, della matrice 
sia del tipo canonico 


1...p ts 
Z &#%52%;, 
j 
dove ciascuna e; è uguale a 0,41 o —1. 


Naturalmente tra queste <; ve ne saranno p — q nulle, se q 
è la caratteristica della considerata forma di HERMITE, e ve ne 
saranno t eguali a -+1 e q— t eguali a — 1, se t è l’îndice di 
inerzia della forma stessa. 

In particolare, se la forma Hermitiana di cui si parla in questo 
teorema è principale, essa si potrà supporre data da 


o da 


e delle due alternative si può far verificare quella che si vuole, 
disponendo del segno della forma di RIEMANN da cui essa trae 
origine. 


42. A una forma f di RIEMANN, simmetrica o alternata, della 
matrice œw risponda la reciprocità riemanniana involutoria x di œ 
e la forma Hermitiana H con la caratteristica gq e l'indice di 
inerzia t. 

Si indicano subito i significati geometrici degli interi q e t per 
la reciprocità 7. 

Grazie a un’osservazione già fatta altrove si ha subito, intanto, 
che la caratteristica della forma f è 2q; quindi: 

La reciprocità involutoria z non è, od è degenere secondo che 
si ha q=p 0 q<p; e se è d<p, la reciprocità z ha per asse 
un Sp-g1 

Questo asse è, naturalmente, un asse di w;e quindi se œw è 
pura, è necessariamente q = p. 


85 
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Poichè H ha la caratteristica q e l’indice di inerzia t, essa 
ridotta a forma canonica diventa 


JANE Riva t+1...g AR 
Z zu — I 25%; 
3 I 


e quindi se # è il minimo dei due interi t e q—t e le z; si in- 
terpretano come coordinate proiettive omogenee dl un punto in 
un Sy-1, l’iperquadrica (15), rappresentata in questo $,-1 dal- 
equazione 


LE N t+1...q Wey 
(26) z Zj j — PA Zj Zj = 0, 
j j 
contiene come spazi lineari di dimensione massima degli Sv—ı. 

In particolare se t = 0 essa non contiene alcun punto (nè 
reale, nè imaginario). 

Se l'equazione (26) si interpreta come equazione di un’iper- 
quadrica in un Sp-1 (q = p), nel quale le coordinate correnti di 
punto siano le ,,%3,. 329) %g+1) +) 2» ed è q<p, questa iper- 
quadrica risulterà degenere, avrà come spazio singolare un $p-q-1 
e conterrà come spazi lineari di dimensione massima degli Sp_y4e-h 
passanti tutti per lo $,-y-1 singolare. 

Ciò premesso, si consideri la reciprocità n, indotta da x fra 
te t, la cui equazione si può supporre data da 


Lit t+1...9 
È gv — Z z0;=0. 
j j 


In base a quanto è stato osservato, gli spazi lineari di dimen- 
sione massima di 7, tali che ciascun punto di uno di essi risulti 
coniugato in m, al punto imaginario coniugato di v sono degli 
Sp_g4ra 

Se x è uno di questi $Sp_g4;-, ed a è lo spazio imaginario 
coniugato diìi «x contenuto în t, ciascun punto di x è congiunto 
all’imaginario coniugato di a da una retta reale che appartiene 
alla quadrica fondamentale di æ, se 7 è una polarità, o al complesso 
lineare definito da z, se 7 è un sistema nullo. 


(445) Molti geometri dicono iperguadrica per quadrica di dimensione > 2; 
qui la parola iperguadrica è adoperata nel senso di Smere. Vedi loc. cit. (14). 
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Sia allora A un punto qualunque di a, A' un punto qualunque 
di x e A A’ la retta che li congiunge. Detto A il punto, di 
æ. imaginario coniugato ad A, e A’ il punto, di a, imaginario 
coniugato ad A’, le due rette AA” e AA’ sono due rette di « 
ed a imaginarie coniugate, e ogni retta reale congiungente un 
punto dell’una con l’imaginario coniugato dell’altra appartiene alla 
quadrica o al complesso lineare definito da z. Ma allora ogni retta 
appoggiata ad A A’ e A A, in particolare, la retta A E appar- 
tiene a quella quadrica o a quel complesso. 

Segue che lo Sxp—q+t)—ı reale congiungente « ed æ sta su 
quella quadrica, o è totale per quel complesso lineare. 

Insomma: 

Gli spazi reali di dimensione massima, congiungenti uno spazio 
di © con lo spazio imaginario coniugato di t e situati per intero sulla 
quadrica definita da n, o totali per il complesso lineare definito 
da z, sono degli Sxp-g+t-1 passanti tutti (se q< p) per Vasse 
di m (116) 


43. Siano f, ed f} due forme di RIEMANN non degeneri della 
matrice œw, e siano Puna simmetrica e l’altra alternata. Siano poi 
H, e H, le corrispondenti forme di HERMITE. 

Se H, e H, differiscono soltanto per un fattore numerico (che 
risulta necessariamente reale), la polarità e il sistema nullo, rie- 
manniani, di ©, z} © op rispondenti alle forme f, ed f, inducono 
fraze v la stessa reciprocità; quindi il prodotto Ii 05° è uwo- 
mografia riemanniana di © (involutoria), che, senza essere identica, 
subordina l’identità sulle imagini di œw. Ma allora © è ad indici 
massimi (117), 

Viceversa se w è ad indici massimi, l’omografia involutoria 
avente per spazi fondamentali le imagini di œ risulta un’omografia 
riemanniana di @ e i prodotti di questa omografia per i singoli 
sistemi nulli riemanniani di œw dàuno tutte le polarità riemanniane 
di w; dunque: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè due forme Hermitiane 
non degeneri di specie diversa di una matrice dì RIEMANN differiscano 
solo per un fattore numerico è che la matrice sia ad indici massimi; 
nel qual caso ogni forma Hermitiana di una specie è nel tempo stesso 
una forma Hermitiana dell’altra. 


(116) Questa proposizione generalizza una bella ed utile osservazione dovuta 
al Rosati. Cfr. loo. cit. (£), annotazione (23). 
(4417) Vedi loc. cit. (4), I, n° 60. 
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Più generalmente : 

Perchè due forme Hermitiane degeneri (ma non nulle), di specie 
diversa, di una matrice di RIEMANN differiscano solo per un fattore 
numerico occorre e basta che la matrice ammetta un asse (almeno) ad 
indici massimi. 


44. Suppongasi che la sostituzione A : 
Cr | Gra, + + + arp Lop (Pe= ono) 


sia una sostituzione riemanniana principale di œw, cioè che muti in 
sò una forma riemanniana principale di w. 
In tal caso è noto che il determinante 


| A | = | ars | 
risulta la potenza p"* di un numero razionale positivo o, e se 
4 = || ll 


è la matrico omologa ad A, le sostituzioni complesse coniugate 
(0) 


Li RT II SEA 
2 | (414% +e + Apg Zoh zij (dj a + + Ap <p) (G=, p) 
Vo Vo 


mutano in sè la forma Hermitiana di œw rispondente a quella forma 
riemanniana principale (118), 

Come è sempre lecito fare, si supponga che questa forma di 
HERMITE sia la forma 


allora le matrici 


(418) Loc. cit. (4), I, n° 24. 
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saranno antiortogonali (119), cioè sussisteranno le relazioni 


1...p eE, 

(27) PA Imi Amt =0éE;l) 
m 

e 
1...p ME: 

(28) 5 Aim MII 


m 


dove zz è 1 o 0, secondo che è j=! 0 j#L 
Come è ben noto, le (27) implicano le (28), e reciprocamente. 


$ 8. 


LE MATRICI RIEMANNIANE NON SINGOLARI. 


45. Il rango di una matrice riemanniana non singolare è 10 2. 

Supponiamo infatti che la nostra matrice @ sia non singolare, 
cioè supponiamo ehe sia k = 0. 

Essa ammetterà, prescindendo da un fattore numerico, una 
sola forma Hermitiana non nulla, e questa, poichè risulterà neces- 
sariamente principale, potrà supporsi data dalla forma 


1...p È 
2 Zj Zj.» 
3 
Inoltre la matrice œw, non essendo singolare, sarà senz'altro 
pura, quindi le sue (omografie e) sostituzioni riemanniane, non 
nulle, sono tutte non degeneri e principali. 
Siano 


“esa e ea ens l] (1592 p) 


un elemento non nullo e il modulo di [œ], per modo che e, è 1 0 
0, secondo che è r =, o r+s. 


(449) Chiamiamo anti-ortogonali, per ragioni evidenti di opportunità, le ma- 
trici che altri autori dicono unitarie. Vedi per es.: L. BIEBERBACH, Uber einen 
Satz des Hrn. C. JORDAN în der Theorie der endlichen Gruppen linearer Substitutio- 
nen [Sitzungsberichte der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften 
(1911), pp. 231-240]. 
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Si dica 
å = || åja |l 


la matrice omologa ad A e J la matrice omologa a I, ossia la 
matrice identica di ordine p. Infine si indichi con o?, essendo o 
razionale e positivo, il determinante di A. 
La matrice 
1 
A 


Vo 
è (n° 44) antiortogonale, e quindi è 


1...p vos 
(29) 3 lmj Am, = 0.8 (j ’ I=1 porer 32) 


m 


dove e; è 1 o 0, secondo che j=l, o jL 
Giò posto, sia «x un numero razionale tale che l'elemento 


A+el 


di [w] risulti non nullo. 

La matrice omologa ad A-+al sarà 4-4 ad; e quindi, se 
oî è il determinante di A + «I, con o, razionale e positivo, la 
matrice 


1 
— J 
"Ioni, 


sarà antiortogonale, ossia sarà 


l..p 


(30) DI (Amg + x Em,j) (Am. + x Em,1) = 0a &jl. 


Di qua, tenendo conto della (29) si trae 
(31) % (j + 4ja) = (Ca — 0 — 2°) 81; 
quindi, se, com’è lecito supporre, x #0, sarà 


0a — 0 — Q? 


(32) dii Tr dij = a (j = 1, s., p) 
e 
(33) lj = — dia (ji e sd: 
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In virtù delle (32) le parti reali di 4,1,- pp Sono tutte 
eguali a 
Oa — 0 — a 
2a i 


quindi il valore, ĝ, di questa funzione, che è razionale, è indipen- 
dente da a. 
Ora le (31) equivalgono alla relazione 


A4A+4-1=28J; 


ma è 
Lak eT 
Vo Kara 
ossia 
GA S A, 
dunque 


o, moltiplicando per 4, 
4A-2BA+04J=0. 
Segue che è pure 
(34) A°- 2BPA+o£I{=0, 
e quindi A, come volevasi, ha rango 2 o 1. 


46. Se il rango di œw è 1, per œw è non solo k = 0, ma anche 
h=0; ossia w è ad indici nulli. 

Se invece il rango di œ è 2, per w è h= 1, o hk=3 (n° 22). 

Suppongasi che il rango di œ sia 2 e che nella (34) A sia 
appunto un elemento di [œw] di rango 2. 

L’equazione 


& —2fE+o=0 


sarà l'equazione di A, e quindi dovrà essere irriducibile nel corpo 
dei numeri razionali. 

Ciò porta intanto che le sue due radici ¿ e £” sono certo 
distinte. 

D'altronde entrambe queste radici [loc. cit. (!!8)) hanno per 
modulo Vo, quindi dovendo esser distinte e aver per prodotto o, 
non potranno esser reali. 
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Aggiungasi che le radici dell'equazione caratteristica della 
matrice A sono date dalle due radici p-ple & e &’ e quelle del- 
equazione caratteristica della matrice 4 sono date dalla radice 
t-pla é (con 0 < f< p) e dalla radice (p — t)-pla é (129); quindi 
l’omografia riemanniana A* di œ rispondente ad A ha come spazi 
fondamentali due Sp—ı imaginari coniugati, appoggiati all’imagine 
z di œ, l uno secondo un S; € l’altro secondo un Sp. 

Se è t=0 o t=p, A* subordina su ciascuna imagine di @ 
l’identità, e w è ad indici massimi. Ma ciò è da escludere se p > 1, 
perchè altrimenti œ sarebbe singolare; dunque se p=1 si può 
supporre t = p = 1 (e p—t=0); e se p>l1 è necessariamente 
0<t< p. 

Ora dire che A è del rango 2, val quanto dire, nel caso at- 
tuale, che A* è non nulla e non identica, dunque raccogliendo le 
osservazioni fatte abbiamo il seguente teorema: 

Una matrice riemanniana non singolare ha Vindice di moltipli- 
cabilità eguale a 0, 1 o 3. E quando quest’indice è positivo, ogni sua 
omografia riemanniana, non nulla e non identica, ha per spazi fon- 
damentali due $,_, imaginari coniugati, appoggiati all’imagine di œ 
Puno secondo un Sı e Valtro secondo un S,-;-1, dove se p=1 si 
può supporre t=1, mentre se p>1 è necessariamente 0<t< p. 

Questo teorema sarà più innanzi precisato e le matrici rieman- 
niane non singolari con l'indice di moltiplicabilità positivo saranno 
tutte effettivamente costruite. 

Intanto poichè le considerazioni già svolte mostrano che que- 
st’ultime matrici sono del rango 2, sarà bene passare allo studio 
di tutte le matrici riemanniane del rango 2. 


So: 


LE MATRICI RIEMANNIANE DI RANGO 2. 


47. Una matrice riemanniana del rango 2 ha Vindice di molti- 
plicabilità eguale a 1 o a 3. 

Infatti suppongasi che per la matrice w sia o=2. 

Se œw è pura, il fatto che k è 1 o 3 segue subito dal 
n° 22. 


(429) Loc. cit. (4), I, n° 22. 


F. 
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Se œ è impura e 0, ; Q,- ; 0n (n = 2) sono i ranghi degli 
assi di un suo gruppo fondamentale di assi puri, 


MEL: 
dovendo essere 


eo tert-ton=2, 
e ciascuna delle o; non inferiore a 1, sarà 
n = 2, g= o = l. 


Da 0,=0,= 1 segue che gli indici di moltiplicabilità (e di 
singolarità) di M, ed M, sono entrambi nulli; quindi M, ed M,, 
o non sono vincolati, o sono vincolati ed isomorfi col carattere 
simultaneo eguale a 1. 

Si deduce che l’indice di moltiplicabilità di œ è 1 o 3 (e, cor- 
rispondentemente, quello di singolarità è 1 o 2). 


48. Supponiamo sempre œw di rango 2 e passiamo alla caratte- 
rizzazione precisa delle sue omografie riemanniane. 

Se © è pura, ogni omografia riemanniana di œ, non nulla e 
non identica, è [n° 20, b)] biassiale (12!) ed ha per assi due Sp, 

Questi possono essere reali o imaginari coniugati. 

Se sono reali, p è necessariamente pari, e ciascuno di essi si 
appoggia alle imagini di @ secondo spazi imaginari coniugati 


della dimensione i; se sono imaginari coniugati, P’ uno si 


appoggia all’imagine di © secondo un mı (O< t< p) e Paltro 
si appoggia al’ imagine stessa secondo un Sp_;1- 

Qui poi, se p = 1, si può supporre t = p = 1; se no, deve 
essere necessariamente 0< t< p, perchè altrimenti (cfr. n° 46) œw 
sarebbe ad indici massimi e non sarebbe pura. 

Se h=1 null’altro vi è da aggiungere, all’infuori del fatto 
che in tal caso gli assi delle omografie riemanniane, non nulle e 
non identiche, di ©, coincidono; invece : 

Se h=3 il genere p di w é necessariamente pari, e gli assi 
delle omografie riemanniane di w non nulle e non identiche appar- 
tengono tutti a una schiera co' di una VÎ di SEGRE razionale normale. 


(424) Per brevità di discorso diciamo biassiale ogni omografia regolare con 
due soli spazi fondamentali; e questi spazi li chiamiamo gli assi dell’omografia, 
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E invero se h = 3 esistono nell’algebra [œw] terne di elementi 
differenti dal modulo tali che per essi sono soddisfatte relazioni 
del tipo delle (85) del n° 147 della Parte Prima; quindi @ ammette 
terne di omografie riemanniane involutorie a due a due permutabili 
e azigetiche (!22), formanti con l’identità un gruppo quadrinomio, 
e le quattro omogratie di questo gruppo determinano il sistema 
lineare oo? delle omografie non nulle di œ. 

Le omografie di una tal terna, appunto perchè azigetiche, 
hanno per spazi fondamentali tre coppie di S,_; di una V$ di 
SEGRE con una schiera oc! di S,_; e una schiera co?-1 di rette; 
quindi le omografie non nulle di @ sono quelle che trasformano in 
sè tale V}, mutando in sè ciascuna retta di questa schiera e in- 
ducendo nella schiera co! di &p—ı il sistema di tutte le possibili 
proiettività non nulle. 

Segue, come volevasi, che gli assi delle considerate omografie 
riemanniave di œ appartengono tutti alla schiera 00! di Sp—ı di 
questa Vi. 

Aggiungasi che l’imagine di œw dovendo appoggiarsi agli Sp—ı 
di questa schiera che sono assi di omografie riemanniane biassiali 
di œ, deve appoggiarsi a tutti i detti S,_,; dunque la dimensione 
t — 1 dello spazio comune all’imagine di œ con uno di tali $,-; è 
costante al variare dello &p—; nella schiera. 

Da ciò si deduce che deve essere 


t-1=p_t_-1, 


e quindi p è pari e e=t. 


49. Le conclusioni a cui siamo pervenuti per il caso che w sia 
pura non subiscono, nell'ipotesi che œ sia impura, che qualche 
leggera modificazione. 

E infatti, se @ è impura, ed è k= 1, essa ha soltanto due 
assi (puri, complementari e) isolati, e le sue omografie riemanniane 
non degeneri e non identiche, sono tutte biassiali e hanno come 
spazi fondamentali gli assi della matrice (spazi, dunque, che stavolta 
sono razionali e quindi necessariamente reali, ma non necessaria- 
mente della stessa dimensione); se invece œw è impura ed è kh =3, 


(422) Vedi E. STUDY, Gruppen zweiseitiger Kollineationen [Nachrichten von der 
Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu GOttingen (1912), pp. 453-479], 
pag. 456 e formula (3) della pag. 457. 
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poichè un suo gruppo fondamentale di assi puri è costituito da 
due assi isomorf, il genere p di œ sarà pari, ed œw ammetterà 
infiniti assi puri di genere 2 e dimensione p — 1. 

Siano A, , M, Ala tre di questi assi a due a due indipendenti 
(e perchè siano tali basta che siano distinti), e sia V la V$ di 
SEGRE razionale normale riempita dalle rette che si appoggiano ad 
M,, My, My. 

Ragionando come nel n° 36 si riconosce che V$ contiene nella 
schiera di ®p—ı determinata da M,,M,,M, infiniti assi di w e 
che le 003 omografie non nulle di œ sono le œo? omografie che 
trasformano V in sè stessa, subordinando l’identità sopra ognuna 
delle rette di Vf appoggiate ad M,,4/,M, e, quindi, ad ogni 
Sp-1 della schiera che li contiene. 

Aggiungasi che: 

La varietà V contiene tutti gli assi di w; 
perchè quando una matrice riemanniana è impura, ogni suo asse è 
spazio di punti uniti per qualche sua omografia riemanniana non 
identica. 


50. Adesso siamo in grado di dimostrare che : 

L'indice di singolarità di una matrice riemanniana a rango 2 
è 0,102, 

E infatti se w è del rango 2, per œw è h=1 o h=3. Ma 
k h, dunque se k4=1 è kK=0, o k=1. 

Se h=3 ed w è impura, è stato già osservato che è %= 2; 
dunque non resta da considerare se non l’ipotesi in cui sia h = 3 
ed w pura, 

Ebbene in tal caso k, o è 0, 0 è 2. 

E infatti se fosse % = 1, l’omografia riemanniana corrente di 
w dovrebbe avere gli assi nei due pseudo-assi della matrice e sa- 
rebbe k =1, non 4=3; e se fosse X=3 le omografie di œ si 
otterrebbero tutte moltiplicando a destra i sistemi nulli di œ per 
l’inversa di un suo sistema nullo fisso non degenere, Ma allora due 
Sp-- distinti e, del resto, qualunque della schiera della varietà di 
SEGRE contenente gli assi delle omografie (biassiali) di œ, essendo 
gli assi di infinite omografie biassiali di œw, sarebbero polari reci- 
proci rispetto a quel sistema nullo fisso; ciò che è manifestamente 
assurdo una volta che di quegli Sp—ı uno puo esser tenuto fermo 
e l’altro può esser fatto variare. 


VUE GE nn n o Ge-_ro- '-- o _-————_——_— = GG ——_--—_ €—— o o ni. è i TEE U E è | hák n e 
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51. I risultati a cui siamo pervenuti possono essere tutti in- 
vertiti nel senso che segue. 

In primo luogo è stato già dimostrato nel $ prec. che, se per 
w è b=0 e h>0, è o=2 e h=1, o 4=3; in secondo 
luogo è chiaro, per un'osservazione fatta nel n° precedente che, se 
per w è kK=h=1, si hag=2; e infine si vede subito che, se 
per œ è k=3 e h=3, è ancora 0=2. 

E-infatti, se k=2 ed k= 3, le reciprocità involutorie di œw 
sono date da una rete di sistemi nulli e da una polarità, la quale, 
appunto perchè è unica, è mutata in sè da ciascuno dei sistemi 
nulli. Inoltre essa è (reale e) razionale, cioè riemanniana. 

Aggiungasi che essa è pure non degenere, giacchè in caso con- 
trario il suo asse risulterebbe un asse di œ trasformato in sè dai 
sistemi nulli principali di œ, e ciò è notoriamente impossibile (123). 

Segue che i prodotti dei sistemi nulli di @ per l’inversa della 
polarità di œ dànuo luogo a una rete di omografie di w in cui 
l’omografia corrente è involutoria e in cui non è certo contenuta 
l’identità; e quindi il sistema lineare 00? delle omografie non nulle 
di w, essendo individuato dall’identità e da quella rete è un sistema 
di omografie generalmente biassiali, e œ è del rango 2. 

Riassumendo, abbiamo il seguente teorema : 

Le matrici riemanniane del rango 2 sono tutte e sole le matrici 
riemanniane per cui gli indici di singolarità e moltiplicabilità sono 
dati da 


I) [o== e pi: 
II) k= e l= 3; 
III) k = h = 1; o infine da 
IV) = e h=3. 


Quelle per cui valgono le alternative I) o II) sono necessaria- 
mente pure, le altre invece possono essere tanto pure quanto impure. 

Avvertasi che una matrice viemanniana di genere 2 non sin- 
golare ha indice di moltiplicabilità necessariamente nullo; quindi: 

Una matrice per la quale si presenti il caso I) ha il genere 
diverso da 2; 


(423) Cfr. loc. oit. (£), I, n° 36. 
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e inoltre, badando anche a quanto è stato detto più sopra: 

Una matrice, per la quale si presenti il caso II) o il caso IV), 
è di genere puri > 2 o, rispettivamente, > 2. 

L’omografia riemanniana corrente di una matrice di rango 2 
e genere p è in ogni caso biassiale; però: 

Se la matrice è del tipo I), gli assi di quelle omografie sono due 
Sp, fissi imaginari coniugati, appoggiati all’imagine della matrice 
Vuno secondo un S-1, Valtro secondo un Sp_i-1, dove, se p=1, 
si può supporre t=1, e, se p>.1, è necessariamente 0<Lt<K p; 

Se la matrice è del tipo III), gli assi di quelle omografie sono 
due spazi reali fissi coincidenti con gli pseudo-assi (o, a dirittura, 
assi) della matrice (124); e quindi se la matrice è pura, p è pari ed 
essi sono ancora due Sy_1; 

Se la matrice è del tipo II), o IV), gli assi dell’omografia, al 
variar di questa, variano sopra una V}, di SEGRE razionale normale 
la quale è priva, o dotata, di punti reali, secondo che si verifica la 
prima, o la seconda alternativa. 

Si osservi infatti, per giustificare quest’ultima asserzione, che 
se la matrice è del tipo II) la schiera di Sp—ı della V5 contenente 
gli assi delle omografie contiene coppie di &p— imaginari coniugati 
separantisi armonicamente, corrispondeutemente alle coppie di omo- 
grafie involutorie della matrice fra loro permutabili, e quindi tale 
schiera non può contenere elementi reali. Invece, se la matrice è 
del tipo IV), la Y$ contenendo gli pseudo-assi della matrice, con- 
tiene punti reali. 


52. Dalle cose dette possiamo dedurre una conseguenza in- 
teressante. 

Se una matrice riemanniana è singolare, è dotata di pseudo- 
assi; quindi, come si riconosce ricorrendo al prodotto di un sistema 
nullo reale della matrice avente per asse uno degli pseudo-assi per 
l’inversa di un sistema nullo reale ma non degenere, la matrice 
possiede necessariamente delle omografie reali degeneri, ma non nulle. 

Ciò significa che l’algebra reale connessa con una matrice rie- 
manniana singolare non è primitiva. 

Suppongasi invece che la matrice non sia singolare. 


(124) Colgo l’occasione per avvertire che nella Nota citata in (!°) b) alla 
riga 24 della pag. 181 invece di «sono due Spi fissi» deve leggersi «sono 
due spazi fissi. 


h 
» 
l 


558 GAETANO SCORZA 


Se ammettesse un’omografia reale degenere ma non nulla, la 
matrice avrebbe l’indiee di moltiplicabilità positivo e i due assi di 
tale omografia sarebbero reali e sarebbero gli assi dell’omografia 
corrente (biassiale) del fascio individuato da tale omografia e dal- 
l’identità. 

Iuvece cotesti assi sono necessariamente imaginari, perchè se la 
matrice è del tipo I) essi coincidono con gli assi fissi dell’omografia 
riemanniana corrente che sono imaginari coniugati; e se la matrice 
è del tipo Il), essi, come limiti di spazi appartenenti alla varietà 
di SEGRE, collegata alla matrice nel senso dichiarato più sopra, 
appartengono a questa varietà e quindi non possono essere reali. 

Si conclude che: 

L’algebra reale connessa con una matrice riemanniana è primi- 
tiva quando, e solo quando, la matrice non è singolare. 

A questo proposito, per quanto si tratti di cosa immediata, 
giova rilevare esplicitamente che : 

L’algebra complessa connessa con una matrice riemanniana è 
primitiva, quando e solo quando, la matrice è ad indici nulli. 


$ 10, 


LE MATRICI RIFEMANNIANE A RANGO MASSIMO. 


53. È stato già osservato che per il rango ọ di œ sussiste la 
diseguaglianza 
o = 2p. 


Vogliamo caratterizzare le matrici per ciascuna delle quali il 
rango eguaglia il doppio del genere 0, come diremo, le matrici a 
rango massimo, 


54. Se la matrice w è composta mediante le matrici riemanniane 
0, 3 e3 On, perchè quella sia a rango massimo occorre e basta che 
tale sia ciascuna di queste. 

Infatti se pj e 0; sono il genere e il rango di œj, è 


n 1...n 


1...7 
0 0. p = Ž Dj, 
J 


e< 2p, gj = 2 Pj; 
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quindi, perchè sia 


occorre e basta che sia, per ogni valor di j, 
e; = 2D;- 
55. Se la matrice œw è a rango massimo ed è pura, per essa è 
=p= Ig k = 2p — 1. 


Che sia h = 2p — 1 è evidente, perchè, essendo w pura, h+ 1 
non deve snperare 2p e deve esser divisibile per ọ = 2p. Quindi 
l’algebra [w] è uwalgebra potenziale e lomografia corrente di œ 
(riemanniana o no) ha soltanto 2p punti uniti, i quali non variano 
al variar di essa. 

Di questi 2p punti siano A,,A,,.., Ap quelli che cadono 
nell’imagine t di œ, e A,,Ay,.., Ap quelli che cadono nell’imagine 
coniugata 7, essendo Aj il punto imaginario coniugato di A; 

Siano inoltre o e o due sistemi nulli generici di œ. 

L’omografia o di è un’omografia di œw, quindi essa ha in cia- 
scuno dei punti A; e Aj un punto unito. Ciò significa che ciascuno 
dei punti A; e A; ha rispetto ai sistemi nulli di œ uno stesso 
iperpiano polare. 

D’altronde l’omografia generica di œw trasforma un sistema nullo 
di œw in un altrettale sistema nullo, quindi dal fatto che essa in 
Ar, ad es., ha un punto unito, segue che essa ha pure un iper- 
piano unito nell’iperpiano polare di A; rispetto ai singoli sistemi 
nulli di œ. 

Ora quell’omografia non ha altri iperpiani uniti all’infuori di 
quelli che congiungono i 2p punti A; e Aj a 2p— 1 a 2p— 1, 
dunque Î’iperpiano polare di A: deve contenere tutti i punti A; 
ed A; ad eccezione di uno. Ma Viperpiano polare di A, rispetto a 
un sistema nullo principale non può passare per A, perchè il 
complesso lineare legato ad esso non può contenere la relta reale 
A di (12), quindi si conclude che l’iperpiano polare di A; rispetto 
a ciascun sistema nullo di © è }l’iperpiano congiungente tutti i 
punti A; e Aj ad esclusione di T. 


(425) Per l'osservazione di Rosati ricordata in (t18), 


alle TR 
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Allo stesso modo si vede che l’iperpiano polare di A, rispetto 
a ciascun sistema nullo di «© è l’iperpiano congiungente tutti i 
punti A; e A; ad esclusione di A,. 

Intanto il massimo numero di sistemi nulli linearmente indi- 
pendenti, rispetto a cui ciascun punto Aj, 0 Aj, ha per iperpiano 
polare quello che li contiene tutti tranne il punto imaginario co- 
niugato, è p, dunque ha da essere 


(35) A 


Se 7 è una polarità di œw, il prodotto 7071 è un’omografia di 
œw; quindi anche rispetto a æ ciascun punto A; e A; ha per 
iperpiano polare quello che è tale per esso rispetto a o. 

Di qua, ricordando che il massimo numero di polarità di w 
linearmente indipendenti è X — k, si deduce, come più sopra, 


h_-k=<p, 
ossia 
(36) k=>h-p=p_1 


Paragonando le (35) e (36) si trae, come volevasi: 


k=p_ 1. 
56. Se la matrice w è a rango massimo ed impura, ma priva di 
assi isolati, e il genere dei suoi assi puri è q, per essa è 


Infatti se k} e hk, sono i valori degli indici di singolarità e 
moltiplicabilità per un suo qualunque asse puro, poichè questo 
(n° 54) è al pari di @ a rango massimo si ha 


! b ca a; h =% —1; 
ma è (126) 
(p — 9 (P + 29) 


p pP =E) 
OLE Eo AAT 
k k, + : u + 27°, 


q 2q” 


, 
P 
ar reni. 


(126) Loo. cit. (4), I, n° 47. 
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dunque è, appunto, 


57. Esempi di matrici a rango massimo sono: 
a) le matrici a indici massimi; 
b) le matrici costruite al modo che è indicato in una mia 
Nota di Torino (127); 
c) le matrici riemanniane di genere 2 e del tipo V), VI) o IX); 
d) le matrici riemanniane pure di genere 3 date da (128) 


1 a a a at ad 


1 a "at a a a 


pa 

R 
w 

R 
O 


a? a a 


1 a œ a a | 
, 


pi 
R 
A 
R 
do 
R 
w 
R 
- 
R 
è 


dove x é una radice primitiva settima o, rispettivamente, nona 
dell’ unità ; 


e) la matrice riemanniana legata a una quintica di SNYDER (129). 


a ab 


LE MATRICI RIEMANNIANE PURE IL OUI GENERE 
È UN NUMERO PRIMO. 


58. Suppongasi che la nostra matrice œ sia pura e che il suo 
genere p sia un numero primo. 


(127) G. Scorza, Sopra alcune notevoli matrici riemanniane [Atti della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino, vol. LHI (1918), pp. 1008-1017]. 

(128) C. RACITI, Sopra una classe di varietà abeliane a tre dimensioni [Atti 
della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. LI (1918-19), pp. 443-449]. 

(129) G. Scorza, Sulla quartica di KLEIN e la quintica di SNYDER [Atti del- 
l'Accademia Gioenia di scienze naturali in Catania, serie 58, vol. X (1917) 
memoria XVI]. 


36 
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Se è p= 2, è gia noto che per essa i caratteri k, k e 0 non 
possono presentare che i seguenti casi: 


I) k =h 0, = de 
II) ka bæ], o= 2; 
III) k=1, h = 3, o= 4; 
IV) k=, E= Bh o= 2; 


supponiamo quindi che p sia primo e dispari. 

Il rango o deve essere un divisore di 2p [n° 20, c)], dunque @ 
è 1, 2, p, 0 2p. 

Se è o=1, è K=h=0. 

Se è o= 2, h (n° 47) o è 1, o è 3. Ma non può essere 
3, perchè p è dispari (n° 51); dunque resta %=1. Dopo ciò, 
k o è 0, 0 è 1; ma se fosse X=1, essendo p dispari, œ sarebbe 
impura (39); dunque è k = 0. 

Se è o = p, dovendo essere 4-1 divisibile per p e non 
hH41 

Q 


superiore a 2p, sarà h+ 1 =p, o h+ 1=2p. Ma deve 


essere un divisore di ọ, dunque resta, intanto, k + 1 = p, cioè 
h=p— 1 

Essendo ọ = p, e p primo, ciascana omografia di œ non 
nulla e non identica è del rango p ed ha come spazi fondamentali 
p rette indipendenti [n° 20, b). Aggiungasi che, al variare dello- 
mografia, queste p rette non variano perchè, essendo -41 = o, 
l’algebra [w] è un’algebra potenziale. 

Intanto da o = p > 2 segue ($ 8) che non può essere k= 0, 
dunque % è positivo ed esistono omografie riemanniane non nulle 
e non identiche che sono il prodotto di un sistema nullo rieman- 
niano della matrice per l’inversa di un sistema nullo riemanniano 
principale. 

Basta considerare una di queste omografie e tener presente un 
bel teorema del Rosati (13t), per dedurre che le p rette di cui sopra 
sono reali, e ciascuna di esse si appoggia alle imagini di œw in 
punti imaginari coniugati. 


(13°) Loo. cit. (4), T, n° 81. 
(431) Loc. cit. (13), n° 15, 


LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE ÊCC. 563 


Ora si considerino gli S:,_s che congiungono le dette rette a 
p—rlap_LlL 

Essi souo assi di p sistemi nulli degeneri indipendenti; e nel 
sistema lineare oc?-1 da essi individuato il sistema nullo corrente 
è un sistema nullo rispetto al quale ciascuna imagine di œ è au- 
topolare. D'altronde questo sistema lineare è razionale, perchè sim- 
metricamente definito rispetto alle radici dell'equazione minima di 
un’omografia riemanniana non nulla e non identica di œ, che è 
un’equazione a coefficienti razionali; dunque i suoi elementi sono 
sistemi nulli di œ ed è k => p —1(!®) 

Ma è pure k < h = p — 1, dunque resta k = p — 1. 

Se infine è ọ= 2p, © è a rango massimo, e quindi è 
k=p—1,h=2p—_ 1 

Riassumendo abbiamo che: 

Per una matrice riemanniana pura il cui genere p sia un nu- 
mero primo dispari, è caratteri k, kh e 0 sono dati da: 


I) (MEA @= dp 

II) El = = 4g 
III) k=hk = p— I, o = p; 0, infine, da 
IV) k = p — Il, h = 2p — 1, O= 2p: 


59. La conoscenza dei caratteri k, è, ọ per una matrice pura 
di genere primo permette di calcolare i caratteri stessi per ogni 
matrice impura priva di assi isolati con gli assi puri di genere 
primo. 

Suppongasi infatti che la nostra matrice œw sia impura, priva 
di assi isolati e con gli assi puri di genere q, essendo q un 
numero primo. 

Se q = 2, si ricade in un teorema noto; quindi potremo sup- 
porre q dispari. 


(132) A questa diseguaglianza si può pervenire anche altrimenti. Le p 
rette considerate nel testo sono p psendo-assi di œ, dunque [loce. cit. ($), I, 
n° 77 f)] son tali anche i p Sop_3 che le conginngono a due a due. Sorgono 
così p sistemi nulli indipendenti di @ ed è k=p— 1. 
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Detti kı, % e o, i valori dei caratteri X,% e © per ciascun 
asse puro di œ, si ha 


MODE PART ®_-D(P+ 29) 


q ug 29° 
2 
h =a +i 
RUA 
Q qu 


Mme =d= l, © =" Ch 
rg = I h = 2g — 1, 0 = 24; 


quindi per k,h,ọ si hanno, corrispondentemente, i quattro casi: 


I) p= PLE, r=% i, e=; 
II) r=- r=2% 1, e=27; 
IID) k= zeto 1, h= P_i, asi 
IV) r=% r=2 %1, 0 = 2p. 


60. Ponendo a riscontro il teorema del n? 58 con quanto è 
detto al n° 56 della Parte I della mia Memoria del 1916 si deduce 
la seguente proposizione, che dà la classificazione di tutte le matrici 
riemanniane di genere 3. 

Una matrice riemanniana del genere 3 non può essere che di 
22 tipi differenti. Di questi, 4 corrispondono a matrici pure, 18 a 
matrici impure, 


d 


j» 


LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE ECC. 565 


I caratteri k, h e o: 
a) per le matrici pure sono dati da 


=" 0g i= ib; o= 2; 
b=tb= Lg o = 3; 0, infine, da 
ie = 2a h=, o= 6; 


b) per le matrici impure con due assi soltanto, dei generi 1 e 
2, sono dati da 


==>, — == in o=3; k=2, h=4, o=5; k=3, h=4, 0=3; 
k=1, h=2, o=3; k=2, h=3, o=4; k=2, h=5, o=6; k=3, h=5, o=4; 


c) per le matrici impure prive di assi isolati (ad assi puri 
ellittici) sono dati da 


d) per le matrici con un solo asse ellittico isolato (e infiniti 
altri assi ellittici non isolati) sono dati da : 


k=8, h=z4, o=3; k=4, h=8, 0=5; &=3, h=5, o=4; lb==4, h=9, o=6; 
e) per le matrici con tre assi ellittici soltanto sono dati da : 


=2, h=2, o=3; k=2, h=5, o=0; k=2, h=4, o=5; k=2, h=3, o=4. 

Di qua segue che: 

I corpi di funzioni abeliane a tre variabili possono esser distri- 
buiti in 22 tipi fondamentali ; 

e che: 

Nello stesso numero di tipi possono esser distinte le curve alge- 
briche di genere 3 ponendo a criterio della classificazione i valori che 
hanno per una tal curva i numeri base di HURWITZ e ROSATI. 

Avvertasi pure per la sua bella eleganza l’enunciato : 

Se una curva algebrica ha per genere un numero primo dispari 
p ed è priva di sistemi regolari di integrali (di 1° specie) riducibili, 
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il massimo numero di corrispondenze indipendenti che essa contiene 
è 1, 2, p o 2p. Nel primo e terzo caso non esistono corrispondenze 
emisimmetriche, nel secondo e quarto il massimo numero di corrispon- 
denze emisimmetriche indipendenti è, rispettivamente, 1 o p. 

Per una curva del genere 2, caso trattato già dal Rosati, la 
prima parte dell’enunciato resta sostanzialmente la stessa; le alter- 
native da quattro discendono a tre perchè allora le due alternative 
intermedie vengono a coincidere. La seconda muta al modo che 


x 


segue da quanto è ricordato nel n° 58. 


$ 12. 


LE MATRICI RIEMANNIANE PURE IL CUI RANGO 
È UN NUMERO PRIMO. 


61. Per poter procedere alla classificazione che costituisce Pog- 
getto del presente paragrafo occorre premettere la dimostrazione di 
alcuni lemmi, per sè stessi interessanti. 

a) Se uno pseudo-asse di una matrice riemanniana è puro, i 
sistemi nulli della matrice non del tutto indeterminati inducono tutti 
in esso uno stesso sistema nullo. 

Infatti sia L lo pseudo-asse, appoggiato alle imagini della ma- 
trice secondo due spazi imaginari coniugati (indipendenti) 7, e t,; 
e detti, o un sistema nullo principale della matrice, riemanniano o 
no, o, un sistema nullo reale generico della matrice stessa, siano 
o’ e o; i sistemi nulli indotti da o e o, in L, 

I sistemi nulli o e oj dello spazio L hanno in t, e 7, due 
spazi autopolari ; inoltre il complesso lineare individuato da o’ non 
contiene alcuna delle rette reali appoggiate a 7, e T , perchè niuna 
di tali rette può appartenere al complesso lineare individuato da 
o; dunque, per una immediata estensione di un ragionamento noto, 
se o’ e oj non coincidessero, esisterebbe nel fascio che essi deter- 
minano un sistema nullo reale singolare, cioè esisterebbe nel fascio 
determinato da o e o, un sistema nullo reale rispetto a cui D 
avrebbe come spazio polare uno spazio che sarebbe uno pseudo-asse 
della matrice appoggiato ad L, ma non passante per LZ. E questo 
contrasta con l’ipotesi che L sia puro, perchè L, essendo puro, non 
potrebbe contenere lo pseudo-asse che sarebbe costituito dalla sua 
intersezione con quello spazio polare. 


Fado _’—’"—’__m_re""__mm6m6m6Tm_—————’——’@—’—’—__—_—>v’F‘’@òo6’c6>©o@—@’@——r RRrremero Tl r O "ume e ——_——r  ———r 
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Dalla proposizione dimostrata discende che : 

b) Se uno pseudo-asse di una matrice riemanniana ha per 
pseudo-asse complementare uno pseudo-asse puro, esso è asse di un 
solo sistema nullo reale degenere della matrice. 

La matrice © sia pura e singolare e si consideri l’omografia 
riemanniana A* di œ data dal prodotto 


—1 
0, 01, 


dove o è un sistema nullo riemanniano principale e o, un sistema 
y nullo riemanniano diverso da o, ma del resto generico. 

Gli spazi fondamentali di A* sono tutti reali, e sono altrettanti 
pseudo-assi di œ; inoltre essi sono indipendenti, hanno tutti una 
stessa dimensione, hanno come spazio congiungente lo spazio rap- 
presentativo di œw e il loro numero è il rango ga di A*. Siccome 
A*, per le ipotesi fatte, non. è identica, o, è Superiore a 1; inoltre 
[n° 20, b)] oa è un divisore (< g) del rango og di œw. 

Gli spazi congiungenti questi pseudo-assi a 0, — 1 a og —1 
sono anch’essi pseudo-assi di œw; quindi esistono almeno o, sistemi 
nulli reali di œ che li hanno per assi e che sono indipendenti, 
perchè 0, — 1 di essi hanno in comune punti singolari che non 
sono tali per il rimanente. 

Segue che è 


In altri termini: 
c) Se una matrice riemanniana pura è singolare e del rango 
o, per il suo indice di singolarità k si ha 


k I 0a — |, 
con 0. divisore di o € 
1< oa So. 


62. Supponiamo ora che la matrice œ sia pura e che il suo 
rango ọ sia un numero primo. 
S Se è ọ = 2 sappiamo già che per essa è 


k = 0, h= 1, p F2; oppure 
; h= 3, p pari e > 2; oppure 
k=h=1; o infine 


k ==, h = 3 e p pari. 
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Supponiamo dunque che o sia un numero primo dispari. 
Dovendo essere o un divisore di 2p, sarà intanto p un mul- 
tiplo di 0, poniamo 


poi, per il n° 22, sarà 
h=0—-1 oppure h = ọ — 1; 
e, per la proposizione c) del n? prec., sarà 


k>ọ— l1. 


Se è hk = ọ — 1, essendo k< h, sarà a dirittura k= o — 1; 
cosicchè non resta altro se non che calcolare il valore di k quando 
òè h= o? — 1. 

Supponiamo dunque h = ọ? — 1, e dimostriamo, intanto, che 
in tal caso: 

La matrice w ammette infiniti pseudo-assi puri della dimensione 
v, essendo 


2p 


Q 


L’algebra complessa connessa con œ è, nel caso attuale, rego- 
lare e del rango ọ (I, n° 143); poi l’omografia generica di œ, rie- 
manniana o no, ha come spazi fondamentali o spazi della dimen- 
sione v, con 


+ 1)0=2p 
ossia 
2 
VO 
Q 


Segue che un’omografia di w può avere come spazi fondamen- 
tali spazi di dimensione maggiore o eguale a v, ma non spazi di 
dimensione inferiore a ». 

Ora, dati due pseudo-assi complementari di @, esistono infiniti 
Sistemi nulli reali non degeneri di œ rispetto a cui i due pseudo- 
assi sono polari reciproci (13), e quindi esistono infinite omogratie 
reali della matrice che hanno in essi gli spazi fondamentali; 


(488) Loc. cit. (4), n° 77 d). 


PE —————_—_—_————————————_y11ttt——_—__—___—_——  ——————— ————»——<——_@ EL gn 
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dunque nel caso nostro non possono esistere pseudo-assi di dimen- 
sione inferiore a v, e gli eventuali pseudo-assi di dimensione v sono 
necessariamente puri. 

Ma, ragionando come nel n° prec., si riconosce subito che @ 
ammette gruppi di o pseudo-assi complementari della dimensione y, 
dunque ciascun di questi riesce puro e la matrice ammette intanto 
pseudo-assi puri della dimensione volnta. 

Aggiungasi che di questi gruppi, trovati con la costruzione 
indicata nel n° prec., non ne può esistere uno solo, perchè altri- 
menti ognuno dei suoi spazi sarebbe lasciato fermo da ciascuna 
omografia di œ (1%), e l’algebra [w], come si riscontrerebbe subito 
scrivendo le equazioni della omografia generica di œ nell’ipotesi che 
quegli spazi fossero spazi congiungenti vertici della piramide fon- 
damentale delle coordinate, sarebbe non regolare, ma riducibile ; 
dunque ne esistono infiniti, ed è dimostrato che la matrice am- 
mette infiniti pseudo-assi puri di dimensione v. 

Ciascuno degli spazi che congiungono a ọ— l ag —1 i 0 
pseudo-assi di uno dei gruppi considerati, risultando uno pseudo- 
asse di ©, non può avere punti comuni con uno pseudo-asse puro 
di ® senza contenerlo per intero; d’altronde ciascuno di essi non 
può neppure contenere tutti gli pseudo-assi degli altri gruppi, 
dunque: 

Esistono certo per œw gruppi di 0--1 pseudo-assi puri della 
dimensione v, a 0 a Q indipendenti. 

Consideriamo uno di questi gruppi e siano 


Li, L, e Loti 


gli pseudo-assi che lo compongono. 

Gli $S,-1 ciascun dei quali si appoggia a ciascuno degli spazi 
Lj in un punto, riempiono una varietà di SEGRE V, la quale oltre 
la schiera co” di Si costituita da cotesti spazi, che diremo ®, 
conterrà una schiera, diciamo ¥, di coe! $,. Naturalmente, gli 
spazi L; apparterranno tutti alla schiera ¥. 

Sia a un Sp_i reale della schiera ® e siano A,,..., Ag41 i 
punti (reali) in cui œ si appoggia agli spazi £,,..., Zo41. Lo spazio 
congiungente due pseudo-assi di una matrice riemanniana, ove non 
coincida con lo spazio rappresentativo della matrice, è uno pseudo- 


(84) Cfr. loc. cit. (4), II, n° 11. 
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asse, e tale è pure lo spazio intersezione di due pseudo-assi, dunque 
gli S, di P che si appoggiano ad « nei punti della rete di MOBIUS 
generata in æ dai o-+L punti A; (a 0 a ọ indipendenti) sono 
tutti altrettanti pseudo-assi di œ (19). Ma i vertici della rete co- 
stituiscono un insieme che ha per punti limiti tutti i punti reali 
di a, dunque ogni ©, reale della schiera 7 è uno pseudo-asse 
(puro) di œw. 

Dico che: 

a) Le omografie di m sono tutte e sole le omografie che tra- 
sformano in sé la varietà V, tenendo fermo ciascuno So-1 di PD; 
e che: 

b) Gli pseudo-assi puri di w sono tutti e soli gli $, di œ. 

Infatti si prendano in æ ọ punti reali indipendenti B,,...,B, € 
siano 1, ,..., Mo gli S, (reali) di 7 che passano per essi e che 
riescono altrettanti pseudo-assi di @. 

Lo spazio M, e lo spazio congiungente M,,..,M, sono due 
pseudo-assi complementari di @, quindi le omografie biassiali, che 
hanno in essi gli spazi fondamentali, riescono omogratie di © che 
trasformano in sè « e ciascun altro S,_; di ©, subordinando in g 
le omologie col centro in B, e l’iperpiano nell’iperpiano 2,,.., Bo 

Ora l'insieme di tutte le omografie non nulle di a è il minimo 
sistema lineare contenente tutte le omologie reali regolari di «, 
dunque l’affermazione a) è dimostrata. 

Dopo di che ne discende subito b), perchè ogni pseudo-asse 
puro di w è spazio fondamentale per qualche sua omografia. 

Dimostriamo adesso che : A 

Per Vindice di singolarità k di w si ha 


p_ (@=Dlet 9 


2 
Tra gli pseudo-assi di œw, della dimensione 
ve—1)+e-2=2—»—2 
che si ottengono congiungendo a o —1 a ọ— 1 gli $, reali di 
(195) Cfr. F. SEVERI, Sugli integrali abeliani riducibili [Rendiconti della R. 
Accademia dei Lincei, serie 52, vol. XXIII (1° semestre 1914), pp. 581-587 e 


641-651] ove si trovano procedimenti dimostrativi di cui quello del testo non è 
che l'imitazione, 


LE ALGEBRE DI ORDINE QUALUNQUE ECC. 571 


P, e gli iperpiani reali di x vi è corrispondenza biunivoca; ma 
ciascuno di questi psendo-assi, avendo per pseudo-assi complemen- 
tari pseudo-assi puri, è asse di un solo sistema nullo reale degenere 
di @, dunque vi è una corrispondenza biunivoca, diciamo 7, tra i 
sistemi nulli reali di œ con assi della dimensione 2p — v — 2 e 
gli iperpiani reali di a, e quindi anche tra i sistemi nulli di œ 
(reali o no) con assi della dimensione 2p — v — 2 e gli iperpiani 
(reali o no) di a. 

Agli iperpiani di æ formanti un fascio reale, e quindi passanti 
per un S,_3 reale, corrispondono ocot sistemi nulli di œw i cui assi 
passano tutti per uno $xp--,-1 reale, N, che è uno pseudo-asse di 
w, congiungente infiniti gruppi di 0 — 2 pseudo-assi puri indi- 
pendenti. 

Uno pseudo-asse N’ complementare ad N è un 82,41, entro 
il quale esistono infiniti pseudo-assi puri di œ situati sopra una 
varietà di SEGRE con una schiera di oot S, e una schiera di oo” 
rette, e gli §, di quella schiera sono le tracce su N° degli Szp—r—2 
passanti per N e assi di sistemi nulli di @. 

Si considerino tutti i sistemi nulli degeneri di œw, non del tutto 
indeterminati, aventi in N uno spazio singolare. Essi costituiscono 
una totalità lineare e segnano su N’ una totalità lineare di sistemi 
nulli della stessa dimensione, entro la quale il sistema nullo 
generico è non degenere, e ogni sistema nullo degenere (reale, e 
quindi anche non reale) è a dirittura dotato di un asse della di- 
mensione v. Questi sistemi nulli degeneri sono oot, duuque quelle 
totalità lineari sono delle reti; poi due di essi, distinti, determi- 
nano un fascio entro il quale esistono due sistemi nulli degeneri 
con assi della dimensione v e nessun altro sistema nullo degenere 
(una volta che N’ è della dimensione 2v+ 1), dunque entro la rete 
dei sistemi nulli di œ con l’asse passante per N’, i sistemi 
nulli dotati di assi della dimensione 2p — v — 2 costituiscono 
una varietà c0' quadratica. 

Ora si consideri la totalità lineare coF dei sistemi nulli di ©, 
non del tutto indeterminati, ed entro questa la varietà dei sistemi 
nulli dotati di assi della dimensione 2p — v — 2. 

Questa è una varietà che mediante 7 si trova rappresentata 
sugli iperpiani di « in modo che ai fasci di iperpiani (reali o no) 
rispondono su di essa varietà co! quadratiche, dunque alle interse- 
zioni della varietà con le totalità lineari co%-1 di sistemi nulli di 
œ rispondono in 7 quadriche-inviluppo. 
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Segue che è, intanto, 


PEREL 


Un gruppo di o pseudo-assi puri complementari di œw dà luogo, 
come, nel n° prec., a una totalità lineare di sistemi nulli di © di 
dimensione ọ — 1 +e (con e= 0), e rispetto al sistema nullo 
generico di questa totalità ogni pseudo-asse del gruppo ha come 
spazio polare lo spazio congiungente gli altri. 

Lo stesso sta naturalmente per ogni gruppo di o $, indipen- 
denti di ‘7, siano questi reali o no. 

Intanto le o-ple di ©, di P sono ooee—!) e rispetto al sistema 

e (0—1) 
nullo generico di © gli &, di P si distribuiscono in œo * o-ple 
di $,, tali che ciascun $, di una ọ-pla abbia per spazio polare lo 
spazio congiungente gli altri 0 — 1, dunque è 


— I ea 9) 
b=\ele—1)+o 14 gi a D N 


ossia è 


PRESA Ciao e n È 
2 
Confrontando questa relazione con quella ottenuta più sopra si 
trova, come volevasi, E 


r= e Det? 
è 2 


Raccogliendo le osservazioni fatte abbiamo il seguente teorema: 
Se una matrice riemanniana pura ha per rango un numero primo 
dispari o, è suoî caratteri k e h, o sono dati da 


k= h==zo— 1, 


o sono dati da 


SR Sr lle h= È — 1. 


2 


In ogni caso il genere della matrice è un multiplo di o. 
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Avvertasi che se il genere della matrice è 0% ed è 


=L= Vlet? 


2 , 
deve essere (196) 
e De +9 caga, 
ossia 
2 2 
AES a aa 
to 
Ma 
2 2 1 1 
e 
Q e 


inoltre o => 3 e t è intero, dunque deve essere 


e+3 
t> z 


se ọ è della forma 4n +1, 


se ọ è della forma 4n + 3. 


$ 13. 


DIMOSTRAZIONE DI ALOUNI LEMMI, 


63. Per alleggerire la discussione, che sarà esposta nei due 
paragrafi seguenti, premettiamo sotto forma di lemmi una parte 
delle considerazioni che ci occorreranno. 

Dimostriamo in primo luogo che: 

Se sopra una varietà algebrica V di dimensione k(= 1) è dato 
un insieme numerabile di varietà algebriche, ciascuna di dimensione 
<k — 1, esistono su V infiniti punti esterni a ciascuna varietà 
dell’ insieme, 


(136) Loo. oit. ($), 1, n° 42. 


EEEE +. lo. STE EI e -— — — ee n TE TT nn e_N. e _ SI 


vi 


j 
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Qui prendiamo la frase «varietà algebrica» nella sua accezione 
più generale; tanto V, quanto ciascuna varietà dell'insieme, potrà 
essere irriducibile o riducibile; nè escludiamo che, se riducibile, 
sia costituita di varietà irriducibili a dimensioni non tutte eguali, 
In tale ultimo caso diciamo che la varietà è della dimensione t, se 
essa contiene tra le sue parti varietà irriducibili di dimensione #, 
ma non di dimensione superiore. 

Per k= 1 il teorema è vero. Si pensi infatti rappresentata 
in modo reale la varietà V mediante una o più superficie rieman- 
niane e punti staccati, il cui insieme si dirà F, secondo che V è 
irriducibile o riducibile. Su F si avrà un insieme numerabile di 
gruppi di punti, ciascuno contenente un numero finito di punti; 
ma dato sopra un piano di Gauss (un piano, cioè, su cui siano 
distesi i valori di una variabile complessa) un gruppo di punti in 
numero finito, è sempre possibile indicare un modo di numerarli 
indipendente dal gruppo considerato (17), quindi l’insieme dei punti 
dei gruppi assegnati su F è numerabile e su F esistono infiniti 
punti non appartenenti ad esso. 

Per estendere il teorema al caso in cui sia %X > 1 si potrà 
dunque procedere col metodo di induzione. 

Sia 

VO), VO), va, A 


l’insieme numerabile di varietà assegnato su V in una delle sue 
effettive numerazioni; e sia V, una delle parti irriducibili di V 
di dimensione K. Se nessuna delle varietà V ®, o soltanto un numero 
finito di esse, avessero punti comuni con, V, , il teorema sarebbe sen- 
z'altro verificato; converrà dunque supporre che le intersezioni di 
V, con le varietà V® costituiscano una successione infinita 


Wo, W, WA, 


Senza venir meno alla generalità sarà lecito supporre che per 
nessuna coppia di valori distinti di i e j accada che W® stia per 


(137) Ci fermiamo a far questa osservazione per togliere ogni dubbio sulla 
numerabilità dell'insieme di punti che nel testo si considera. Si dice ordinaria- 
mente: È numerabile ogni insieme numerabile di insiemi finiti; ed: È numerabile 
ogni insieme numerabile di insiemi numerabili, ma l'una e l’altra proposizione, ennn- 
ciate in questa forma così generale, implicano il postulato di ZERMELO. Nel 
testo si vuole appunto far rilevare che nel caso considerato la prima delle due 
proposizioni in discorso può essere applicata senza far ricorso a cotesto postulato. 
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intero su W0 o abbia su W2, se riducibile, una delle varietà da 
cui è costituita, perchè, in caso contrario, la W®, o una tale sua 
parte, potrebbe senza danno esser soppressa. 

Tra le W® sia W una varietà secata da altre varietà della 
stessa successione. L’insieme delle intersezioni sarà un insieme 
finito, o infinito, ma numerabile, di varietà algebriche aventi cia- 
scuna una dimensione inferiore a quella di WO. Ma WO ha di- 
mensione inferiore a k, dunque una volta che per W! il teorema 
è da supporre vero, esisteranno su W® infiniti punti non situati 
su alcuna di quelle intersezioni. Val quanto dire che esisteranno 
punti di V, situati su W e non su alcun’altra varietà W ©. 

Siano A e B due punti di V, tali che delle varietà W® sol- 
tanto W passi per A e soltanto W@) passi per B, e sia y una 
curva algebrica irriducibile situata su V, e passante per A e B. 
Nessuna delle varietà W può secare y in infiniti punti, e quindi 
contenere y per intero, perchè altrimenti tale varietà passerebbe 
per A e per B, mentre per A passa soltanto W® e per B soltanto 
W®; dunque su y le varietà IW© non possono segnare che un 
insieme, finito, o infinito, ma numerabile, di gruppi contenenti 
ciascuno un numero finito di punti. Segue che su y, e quindi 
su V,, esistono infiniti punti esterni a ciascuna delle varietà 
WO, ossia su V infiniti punti non situati su alcuna delle va- 
rietà VO, 

Notisi che: 

I punti di V,, ciascun dei quali non è situato su alcuna varietà 
VO, costituiscono su V, un insieme avente per punto limite ogni 
punto di V, 

Se nessuna varietà V© o soltanto un numero finito di esse 
incontrano V,, enunciato è evidente; supponiamo dunque che 
le intersezioni di V, con le varietà V©® costituiscano una succes- 
sione infinita 


WU, WA, WO, 


Se X=1 l’asserto si giustifica subito considerando la rie- 
manniana di V,, perchè un insieme di punti situato in un piano, 
ove sia numerabile, è privo di punti interni. 

Se è X > 1, sia A un punto qualunque di V,,B un punto 
di V, esterno a ciascuna varietà W, Z una curva algebrica ir- 
riducibile passante per A e B e situata su V,. 


—__ —.__1___11__r__T—_—___—___m___ vo lr@n8—_—ò__ T R a 
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Nessuna varietà WA può contenere 2, quindi A è su 7 punto 
limite dell’insieme di punti di å non situati su alcuna varietà W, 
Segue che A gode della proprietà analoga anche su V, (138). 


64. Dimostriamo in secondo luogo che: 

Data in uno spazio a dimensione dispari un’anticollineazione 
involutoria priva di punti uniti che trasformi in sè una quadrica non 
specializzata del ambiente, fra gli spazi lineari di questa di dimen- 
sione massima vi sono coppie di spazi indipendenti, omologhi nel- 
l’anticollineazione, tali che non esiste alcuna retta unita nell’anticol- 
lineazione appoggiata ad essi e appartenente alla quadrica (19°), 

Si dica 9 Vanticollineazione di cui parla il teorema ed F? la 
quadrica non specializzata che œ trasforma in sè stessa. 

Se lo spazio ambiente è un ,$, il teorema è evidentemente vero, 
ma è privo di valore; supponiamo dunque che l’ambiente sia un 
829-1 con q >œ 1, e quindi F? una quadrica non specializzata della 

gg—1) 
dimensione 2 (q — 1), dotata di due sistemi continui co ° di 
spazi lineari della dimensione q — 1 > 1. 

Siccome g è involutoria, sono uniti in œ tutti gli spazi che 
congiungono coppie di spazi omologhi o che siano intersezioni di 
spazi omologhi, e in ciascuno di essi g subordina un’anticollinea- i 
zione involutoria. Ricordando che un’anticollineazione involutoria 
situata in uno spazio di dimensione pari ammette sempre infiniti 
punti uniti, e che @ è priva di punti uniti, si deduce che gli spazi 
omologhi in g o sono indipendenti, o si intersecano in uno spazio 
di dimensione dispari, e, in ogni caso, hanno come spazio congiun- 
gente uno spazio di dimensione dispari. 


(438) Non sarebbe difficile indicare lavori in cui casi particolari del teorema 
dimostrato in questo n° del testo sonc ammessi come evidenti senz'altro; nè si 
può negare che il teorema stesso sia di grande evidenza intuitiva. Ma non ab- 
biamo creduto inutile darne esplicitamente una dimostrazione rigorosa, per l’uf- 
ficio essenziale che esso adempie nelle ricerche successive. Anche A. HURWITZ 
nella sua Memoria: Zur Theorie der automorphen Funktionen von beliebig vielen 
Variabeln [Mathematische Annalen, Bd. 61 (1905), pp. 325-368] ha creduto neces- 
sario dimostrare formalmente, nel $ 3, un teorema che è soltanto un caso parti- 
colare di quello del testo. Il ragionamento dello HURWITZ, totalmente diverso 
da quello del testo, non può estendersi al caso più generale quivi considerato. 

(139) Occorre appena avvertire che per tutto quanto segue nel presente 
n° bisogna tener presente il classico lavoro del SEGRE citato in (14). 
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Intanto due S,-, di F? si secano necessariamente in uno spazio 
di dimensione pari (= 0) se appartengono a sistemi differenti, 
quando g è pari, o se appartengono allo stesso sistema quando q è 
dispari, dunque g cambia in sè ciascuno dei due sistemi di 8y-; di 
F?, o muta Pan sistema nell’altro, secondo che q è pari o dispari. 

Ciò posto, cominciamo dal supporre che sia q = 2, cioè che 
l’ambiente sia un Sg e la quadrica F? un’ordinaria quadrica non 
specializzata. 

L’anticollineazione p trasformerà in sè ognuna delle due schiere 
e subordinerà in ciascuna di esse un’antinvoluzione, 

Siccome 9 è priva di punti uniti, non è possibile che ciascuna 
di queste antinvoluzioni, diciamole vw, e yə» sia dotata di rette 
unite; quindi tra di esse ve wè almeno una, e sia w,, che non 
possiede rette unite. 

Ebbene, basta prendere due rette omologhe distinte dell’antin- 
voluzione w (e di tali coppie di rette ne esistono certo infinite, 
perchè y,, essendo un’antiproiettività, non può essere identica) per 
ottenere due rette di F? che siano omologhe in p, sghembe tra 
di loro e tali che non esistano rette unite di p appoggiate ad esse 
e appartenenti ad F?. 

Con questo il teorema per q = 2 è dimostrato ed è anzi pro- 
vata per questo caso una proposizione più precisa di quella che è 
stata enunciata; poichè risulta da quanto si è detto che, se A ed 
A’ sono due punti di F°, omologhi in © e tali che la retta AA’, 
unita in 9, non riesca situata su F?, tra le quattro rette di F? 
passanti per i punti A e A’ è possibile sceglierne due, una per A 
e laltra per A’, sghembe fra di loro e omologhe in g, tali che 
non esista alcuna retta unita di @ appoggiata ad esse e situata 
su P?. 

Ciò posto, per dimostrare il teorema quando l’ambiente è un 
S29-1 Con q > 2, procediamo per via induttiva, cioè ammettiamolo 
come vero per gli 8g; con g’ < q. 

È chiaro, intanto, che esistono su F? coppie di punti omo- 
loghi di g congiunti da rette non situate su 7°. 

Si consideri infatti un Sy unito di g non situato su F?, 

Questo taglia F? in una quadrica ordinaria f? che o non è 
specializzata, o è doppiamente specializzata, perchè il suo spazio 
doppio, risultando unito per 9, non può essere a dimensione pari. 
Nell’un caso e nell’altro esistono evidentemente nello S, delle rette 
che congiungono punti di f?, cioè di F?, omologhi in 9, e che non 
sono situate su /?, cioè su F?, 


87 
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Siano dunque A e A’ due punti di F? corrispondentisi in p 
(e quindi distinti), tali che la retta A A’, unita in p, non giaccia 
su P?. 

Lo Sx-3 polare di AA’ rispetto ad F?, che diremo u, seca 
F? in una quadrica non specializzata vi della dimensione 29 — 4; 
e siccome 4, al pari della retta A A’, è unito per g, questa su- 
bordinerà nello spazio u un’anticollineazione involutoria che muterà 
jE in sè stessa. 

Gli 8, passanti per AA’ e tangenti ad F? lungo rette, hanno 
come rette di contatto re'te di JÈ; e se un S, unito di p passa 
per AA’ e tocca F? non può toccaria, per una ragione già addotta, 
che lungo una retta; dunque gli & uniti per g, passanti per AA” 
e tangenti ad F?, sono tutti e soli quelli proiettanti dalla retta 
AA’ le rette di f? che risultano unite per g. 

Lo spazio u non è altra cosa che Vintersezione degli iperpiani 
tangenti ad F? in A e A’, ciascun dei quali seca F? in un Sycono 
quadrico della dimensione 29 — 3; quindi la quadrica f è Pin 
tersezione di questi due coni, e gli S7-; di F?, che passano per A 
e A’ e sono gli Sy dei due coni, si ottengono proiettando da 
A e A’ gli S7-: della quadrica VA. 

Ebbene prendiamo su Vee come per ipotesi è lecito, due Sy: 
indipeudenti & e £, che siano omologhi in @ (cioè nell’anticollinea- 
zione involutoria che subordina nello spazio u) e tali che nessuna 
delle rette unite in g ed appoggiate ad essi (cioè congiungenti i 
loro punti omologhi) risulti situata su vir 

Siano B e B’ due punti omologhi di È e É, e si consideri lo 
S che congiunge le rette A A’ e B B. Questo risulta unito per 
g e, una volta che la retta 5° non appartiene a da seca F? 
secondo una quadrica ordinaria non specializzata Ph, mutata in sè 
da o (cioè dall’anticollineazione involutoria che g subordina nel suo 
ambiente), le cui rette passanti per A ed A’ sono AB e A’ B', 
AB e A'B. Queste due coppie di rette sono coppie di rette 
omologhe di @ e fra di esse, per quanto è stato detto più sopra, 
ne esiste una, e sia, per es., la coppia AB e A’ B’, tale che fra 
le rette unite di 9 appoggiate ad esse nessuna riesce situata su VE, 
cioè su F°. 

Diciamo y e y' gli S: di F? proiettanti & e é da A ed A‘, 
X e X’ due punti omologhi qualunque di é e 5; allorchè i punti 
X e X descrivono E e è&, le rette AX e A’X’ descrivono 


pes pi 
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Detta ras la quadrica ordinaria non specializzata secondo cui 
lo s, congiungente A A’ con XX’ seca F?, è chiaro che, quando 
X e X’ coincidono con B e B’, fi coincide con ve 

Su f} l’antivoluzione subordinata da g nella schiera delle rette 
appoggiate ad AB e A’ B’ non contiene rette unite; quindi la 
forma Hermitiana (in due variabili e nelle loro complesse coniugate) 
che uguagliata a zero dà equazione da cui dipende la ricerca delle 
rette unite di tale antinvoluzione è definita, ossia è a discrimi- 
nante negativo. 

Quando X e X' lasciano la posizione B e B’ per descrivere 
con continuità gli spazi € e ¢', il discriminante della forma Her- 
mitiana relativa all’antinvoluzione subordinata da 9 nella schiera 
delle rette di pri appoggiate ad AX e A’ X’ varia con continuità 
e non diviene mai nullo, perchè la quadrica F non degenera mai 
e Pantinvoluzione relativa non può mai divenir singolare; quindi 
esso resta costantemente negativo e su Sa non esistono mai rette 
unite in @ e appoggiate ad A X e A’ X^ 

Val quanto dire che su F? non esistono rette unite di 9 ap- 
poggiate a y e y'; con che il teorema è pienamente dimostrato. 

Qui vi è luogo a un’osservazione importante. 

La corrispondenza p è continua e subordina una corrispon- 
denza continua nella varietà (algebrica) degli S, dello Sg, am- 
biente (t = 1, 2, .. , 2q — 2). Ciò porta intanto che le rette unite 
di 9 costituiscono un insieme chiuso. Ma è tale anche l’insieme 
delle rette di F?; dunque è chiuso l'insieme delle rette unite di 
g situate su F?. 

Ne consegue che se g>1 e y è un sı di F? tale, che y 
e il suo omologo y' in œ soddisfanno alla condizione di cui parla 
il teorema, ogni 8-1 di F? appartenente allo stesso sistema di y, 
e situato in un conveniente intorno di y sul detto sistema, soddisfa, 
insieme col suo omologo in g, alla stessa condizione. 


$ 14. 


ESISTENZA E COSTRUZIONE DELLE MATRICI 
RIEMANNIANE NON SINGOLARI CON L’INDIOE 
DI MOLTIPLICABILITÀ POSITIVO. 


65. Per avviarci alla dimostrazione dell’esistenza effettiva di 
matrici riemanniane non singolari con l’indice di moltiplicabilità 
positivo (e quindi eguale a 1, o a 3), e alla loro costruzione effet- 
tiva, partiamo dalle osservazioni che seguono. 
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Supponiamo che per la nostra matrice œw sia appunto 
k=0, ih= il 


e scartiamo, per semplicità di «discorso, il caso in cui sin p= 1, 
visto che in tal caso l’esistenza di w e la sua costruzione è chiara 
e ben nota. 

Le omografie riemanniane di œ, non nulle e non identiche, 
saranno tutte biassiali e avranno gli stessi due assi. Questi poi 
saranno due $,_j imaginari coniugati, diciamoli o e 0, dei quali 
o si appoggia a z secondo un Sı (0 <#< p) e o secondo un 
Sp-t-1,} per modo che o e o si appoggeranno a t secondo lo Sı 
e lo Sp_1 coniugati ai precedenti, 

Senza venir meno alla generalità possiamo evidentemente sup- 


porre t = p — t, cioè t>. 

I) sistema nullo riemanniano principale di œw, che è nelle ipo- 
tesi attuali l’unico sistema nullo, non del tutto indeterminato, della 
matrice, e che diremo z, è trasformato in sè da ogni omografia 
riemanniana di w; d’altronde, se una tale omografia non è identica, 
le radici della sua equazione caratteristica sono (imaginarie coniu- 
gate e quindi) diverse da +1, duncue entrambi gli spazi o e o 
sono autopolari in m. 

Intanto gli spazi o e o possono esser riguardati come imagini 
di una matrice riemanniana Q ad indici massimi; dunque z è un 
sistema nullo riemanniano tanto per @ quanto per Q. 

Salvo a sottoporre œw, in caso di bisogno, ad un’operazione A (149), 
possiamo imaginare che lo Sı o sia lo spazio congiungente i t 
punti aventi per coordinate gli elementi delle prime t righe di ©, 
e lo Sp; ot sia lo spazio congiungente i p — t aventi per 
coordinate gli elementi delle ultime p — t righe di œw; quindi, 
sottoponendo ove occorra, anche £ a un'operazione A, possiamo 


supporre che sia 


w = || wj,» || (j=1,..,p;r=1,...,2P); 


(14°) Loc. cit. (4), I, n° 1. 
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e 
01,1 01,2 00 01,2» 
Wt, ATEN . e > Vip 
Q = A CE e . 
@t+1,1  @t41,2 » è è 0t+12p 
Op,1 Op, +». + p,p 
Indichiamo con 
1...2p 
(37) Î Cres r Ye 
38 


la forma riemanniana alternata di œ, individuata a meno di un 
fattor numerico razionale, che corrisponde al sistema nullo x. 

Giacchè x è nel tempo stesso un sistema nullo riemanniano 
di w e di Q sarà 


1.,.2p 
(38) Š Cr jr dra = 0 (j31=1,.2); 
1,8 
1...2p 2: (pelli t..,6; 
39 5 Cr j = 0 < 
(99) Ri 10 ir Ors UA) 


Si indichino ora con 
1...p Sa 
H = DI Hji Zj Bls 
jl 
1...p À N 
H'= 3 Hjiea 
il 


le forme Hermitiane (di prima specie) di © e Q rispondenti alla 
forma riemanuiana (37). 
Perin d =t BAER 


i 1...2p pa, 
È Cris Djr Ols; 


Hı = Hai = 
P rs 
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per j=1,...,t ed I1=t+.1,...,p, in virtù delle (39) e (38), sarà 


ù 1...2p tas 
Hj = TA È Cra 0, Ors = 0 
r.8 
, i 1...2p 
Hj = 5 Crs Wjr Wrs = 0; 
= 138 


dopo di che queste uguaglianze sussisteranno pure per j=t+1,...,? 
ed {=1,...,t; ed infine sarà, per j,{1=t+1,...,P; 


i 1:29 ani i 1-29 pl: 
Li 
Hji Pastina pa Cr,g Wjr Ol, = — Tar ba r,s Oj, Olr = — Hij. 
r,8 da 


Se, pertanto, si dicono e; ed sj, rispettivamente, per j=1,...,P, 
i minori principali dei determinanti |H;,] e |Hj:|, formati dal- 
l’inerocio delle prime j righe con le prime j colonne, si avrà 


E) SIE 1310 CE ORE Co 0 CRE 
e per n=l1l,..,p—t 
€14 ce (= j Et4n + 


Supposto d’aver scelto opportunamente i segni delle c,y, la 
forma Hermitiana H è definita positiva, cioè sono positive tutte 
le æj; dunque delle e; le prime t sono positive e quelle dalla 
(t + 1) in poi sono, alternativamente, negative e positive. 

D'altro canto la forma Hermitiana H' è equivalente all'altra (44) 


I 1 
I 
Ei 4 ta 4 #2 Za T oe +7 #0 2o 
€ Ep-1 
dunque: 
La forma H' (ha la caratteristica p e) l’indice di inerzia t. 


66. Ciò premesso, per raggiungere lo scopo che ci siamo prefissi, 
cerchiamo di invertire le considerazioni fatte nel n° precedente. 


(141) Cfr. Exstrait d'une lettre de Mr. HERMITE de Paris à Mr. BORCHARDT 
de Berlin sur le nombre des racines d'une équation algébrique comprises entre des li- 
mites données [Journal für die reine und angewandte Mathematik, b. 52 (1856), 
pp. 39-51], pag. 40. 
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Supposto l’intero p maggiore di 1, indichiamo con t un in- 


tero positivo inferiore a p ma non inferiore a È, diciamo Q una 


matrice riemanniana di genere p a indici massimi con lo spazio 
rappresentativo X e le imagini o e 0, e prendiamo in o un qual- 
sivoglia S,._; che indicheremo con é. Sia poi È lo spazio imaginario 
coniugato a È e situato in di 
Posto 
Q = || 2| (î=1,...,p;ir=1,...2P), 


possiamo supporre, senza venir meno alla generalità, che le prime 
t righe di Q forniscano coi loro elementi le coordinate di t punti 
indipendenti dello spazio È, 

Consideriamo ora la forma Hermitiana di caratteristica p e 
indice di inerzia t: 


(40) Zy Zy F ee F t Ze, — Biti Qta — e — p p è 


x 


Per quanto è stato detto nel n° 40 esiste certo un sistema 
nullo M di > reale (ma in generale non razionale) che ha in o e 
‘o due spazi autopolari e che induce fra o e o la reciprocità rap- 
presentata da 


(41) č vı + co + er Ui — 41 Vita — see p Up = 0, 


se le 2; e le vj si concepiscono come le coordinate in o e o dei 
punti di o e o che in XY hanno le coordinate 


zy Qir kt 4 Qp,r , di dr ++ % dpi (r=1,...,2p). 


La (41), per 


Bipi E a = Zp = ly = = Up O, 
diviene 


zt F e F tiv = 0, 
ed a questa equazione è impossibile soddisfare con 
vi = Zij ey Vi = Zt, 


senza supporre nulle tutte le z;,.., 2%, dunque non accade mai 
che un punto di e il punto imaginario coniugato ad esso e 
situato in É siano coniugati nella nostra reciprocità. Il che val 
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quanto dire che nessuna retta reale appoggiata a È e E ap- 
partiene al complesso lineare definito dal sistema nullo 77. 
Intanto, siccome Q è ad indici massimi, esistono (n? 40) sistemi 
nulli riemanniani di Q infinitamente vicini a M, dunque: 
Esiste certo un sistema nullo riemanniano di Q, e sia n, tale 


che ad esso risponde una forma Hermitiana (individuata a meno di 


un fattore numerico, positivo se t > 2), con l'indice di inerzia 
2 


t, e tale che nessuna delle rette reali appoggiate a È e È appartenga 
al complesso lineare da esso definito. 

Ebbene costruiamo lo spazio polare di £ rispetto a s. 

Esso risulterà un S.,_;-1 passante per o, che secherà o in un 
CSAR b. 

Se é si appoggiasse a É in qualche punto, il complesso li- 
neare definito da 7» conterrebbe le rette reali congiungenti questi 
punti coi relativi punti imaginari coniugati di £, dunque È, è in- 
dipendente da E e quindi £ è indipendente dallo spazio imaginario 
È, coniugato a È, e situato in o. 

Ciò posto, si considerino gli spazi t e 7 congiungenti rispet- 
tivamente gli spazi ¢ e £,, £, e É Essi saranno due Sp—ı imagi- 
nari coniugati indipendenti ed è chiaro che essi risulteranno pure 
due spazi autopolari del sistema nullo m. 

Dico che: 

Gli spazi t et sono imagini di una matrice riemanniana w (e 
quindi di infinite altre equivalenti ad essa), per cui 7 è un sistema 
nullo principale. 5 

Infatti, salvo in caso ad assoggettare la matrice Q ad un’ope- 
razione A, possiamo supporre non solo, come più sopra, che le pri- 
me ft righe di Q forniscano con i loro elementi le coordinate di ¢ 
punti indipendenti di $ ma anche che le ultime p —t righe siano 
formate dalle coordinate di p — t punti indipendenti di È, . 

Ciò posto, consideriamo la matrice 


w = || w; || = | = = - = [3 
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le sue righe sono formate dalle coordinate di t punti indipendenti 
di £ e da quelle di p — t punti indipendenti di é, ; quindi se dimo- 
striamo che @ è una matrice riemanniana sarà poi chiaro che essa 
ha per imagini 7 e 7. 
Si dica 
1...2p 
Diodi 


r,s 
con le e,.; razionali, Pequazione del sistema nullo z; la forma 


1...2p 
(42) DS Cris Vr Ys 
1,8 
sarà intanto una forma riemanniana alternata di œ. 
Sia 
1...p 


H'= X Hz; 
jl 


la forma Hermitiana di Q rispondente alla sua forma riemanniana 
(42), e sia 


la forma Hermitiana, per la quale è 


9 
‘2p en 
H;; — pen Cris Wij,p Ols» 


Á r,s 
Poi si indichino con e; ed e; (j = 1, ..., p) i minori principali dei 
determinanti | H;,| ed | Hj;|, secondo cui si incrociano le loro pri- 


me j righe e le loro prime j colonne. 
Sarà, come più sopra, per j = 1,...,8, 


e per n=1,...,p—t 
tyn = ( 1)" tin » 


Siecome il complesso lineare definito dal sistema nullo z non 
contiene alcuna retta reale appoggiata a é, le forme Hermitiane 


Kot Be Dot a 
= Hji %j a, = SJ Hji jz 
i; jl 
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sono definite, e disponendo dei segni delle 6,4, le possiamo supporre 
definite positive, dunque le prime t e;, ossia le prime t cj, si pos- 
sono supporre tutte positive. 

Intanto se la forma H’ si riduce a forma canonica, in questa 
t coefficienti debbono essere di un segno e gli altri p — t debbono 
essere del segno contrario; ma una tale forma canonica è 


t tI Ù i 
Ri IN Et 71 t+ va Ep po: 
€121 zi + 2520 + ceo + Zt Zt L —7 t+ Žt+1 + .. + FT pps 
€1 Et—1 Et Ep-1 

dunque, una volta che le ej,...,g Sono positive, sarà 

84 8 

1 t+2 
EE O e np 7 <0, 
Et E+] Ep—1 

e le 


O I 1 
Etti 3 €429 000 9 Ep 


sono, alternativamente, positive e negative, 
Segue che le 
Et+1 3 E0+2 9 vee s Ep 


sono tutte positive; e quindi, essendo tali anche le £,,..., 8, si con- 
clude che w è una matrice riemanniana avente in H una forma 
Hermitiava principale e in z un sistema nullo riemanniano prin- 
cipale, 


67. I ragionamenti fatti nel n° pree. assicurano che ogni even- 
tuale matrice riemanniana œ di genere p > 2 non singolare e con 
l'indice di moltiplicabilità 1 è certo fornita dalla costruzione ora 
indicata, dunque per arrivare allo scopo cui miriamo ci resta da 
far vedere che: 

Se è p> 2, è possibile nella costruzione precedente disporre dello 
spazio È in modo che la matrice œw ivi costruita risulti effettivamente 
non singolare e con Vindice di moltiplicabilità 1. 

Per questo cominciamo dalPosservare che, salvo, in caso, a so- 
stituire nella costruzione precedente ad Q una matrice ad essa iso- 


morfa, possiamo supporre che la matrice Q2 sia della forma 


© 
S R 
(= 
e 


dove æ è un numero imaginario quadratico. 
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Dopo ciò uno Sı di o sarà lo spazio congiungente t punti le 
cui coordinate saranno del tipo 


As An Agg Ag, aas Apo dip 


(43) 
hta , Aa (22y Aig , Aia Xy eey tp , Aip x. 


Si dica ora 


la forma riemanniana alternata corrente di Q e / il sistema nullo 
riemanniano di 92 che essa individua. 

Le coordinate grassmanniane dello spazio intersezione di o con 
lo spazio polare, rispetto a T, dello Sı congiungente i punti con 
le coordinate (43) saranno certe funzioni razionali intere delle 4, 
delle y, di x e æ, omogenee rispetto alle 4 ed omogenee rispetto alle 
y che indicheremo con i simboli : 


Jal, 7%), Solh, Y, Ar a), oeer 


2 

2 

la matrice delle 4j; avrà almeno due righe. 
Considerate in essa le due righe 


Siccome si suppone p > 2 e <t<p, sarà t=2, e quindi 


Aigo E AD 


digoa oy ang 
si ponga 
UER) — lij dai ero Ål haj . 
Ciò posto, si determinino le 4;, così che: 
a) la matrice || 7;|| risulti di caratteristica t; 
b) non sia 


SA; 2,0): fa (A,7,0,@):..-=f(A,7,0,0):fa(4,7,0,0):...; 


con le y e y' coefficienti di due forme riemanniane alternate essen- 
zialmente distinte di Q; 


VA EE vg 
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c) non sussista fra le 7;, una relazione lineare omogenea a 
coefficienti non tutti nulli e appartenenti al corpo algebrice quadra- 
tico (1, a). 

Che la cosa sia possibile è evidente. 

Per accorgersene, basta riguardare le Aj; come coordinate omo- 
genee di punto in un S;,-_1, e osservare che le condizioni imposte 
ad esse equivalgono ad imporre a un punto di un tale spazio la 
condizione di non essere situato su nessuna varietà di un insieme 
numerabile di varietà algebriche, ciascuna di dimensione < tp — 2; 
condizione che, per il lemma del n° 63, può essere certamente sod- 
disfatta. 

Determinato per le 4Z;, un sistema di valori tale che per esso 
risultino soddisfatte le condizioni a), b), e c) si considerino in o i 
t punti le cui coordinate sono date dalle (43) dopo avervi posto per 
le Z;, i valori di cotesto sistema. 

Poichè è soddisfatta la «), lo spazio congiungente i detti t punti 
sarà un S. 

Ebbene : 

Se lo spazio È di cui si discorre nel n° 66 si suppone coinci- 
dente con lo Sı così determinato, la matrice w ivi costruita risulta 
non singolare. 

Infatti sia 

1...29 


(44) 2 Ore Er Ys 


una qualunque forma riemanniana alternata della matrice œ in 
discorso, le cui prime # righe possono supporsi date dalle (42). 

Indicato con p.s il minore di 2° ordine formato con le colonne 
r®* ed s" della matrice | 


LEI Åi% ‘00. ip hi p& 


2,1 Åz 1% ve. day ha gi 


risulta 


ae = 3 —— 7 VERI ABI 
Prin -1  Njty Pj= = % Njty Paji- © X hjt, Paja = Q” Vi; 


e quindi, una volta che la (44) è una forma riemanniana alternata 
di œw, ha da essere 


(45) z [C2j—1,211 +0 (Caji, + Caji) + 8? Coj) nia = 0, 
J 


e 


e — (I 
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dove Papice apposto al sommatorio sta ad indicare che la somma 
si intende estesa a tutte le combinazioni binarie (j,) degli indici 
Igo p Parto aual è 9 0 

In virtù della condizione c), la (45) non può sussistere se non 
supponendo che in questa siano nulli tutti i coefficienti delle 7;,; 
dunque è 


(46) Coira + œ (Coj, F Cy) + a Ca = 0 
G <l; j, l= 1, p) 


Ma le (46) esprimono le condizioni necessarie e sufficienti perchè 
la (44) sia una forma riemanħiana alternata della matrice Q, dunque 
le forme riemanniane alternate di œ vanno cereate fra quelle di Q, 
cioè i sistemi nulli riemanniani di œ vanno cercati fra quelli 
di Q. 

Ora rispetto a un sistema nullo, che sia sistema nullo rieman- 
niano di œw e Q, lo spazio È ha per spazio polare lo spazio con- 
giungente o con lo spazio È,, e questo è Vintersezione di o con 
lo spazio polare di É rispetto a z, che è un sistema nullo rieman- 
niano (di w e) di 2, dunque, in base alla condizione b), œ e 2 non 
possono avere sistemi nulli riemanniani comuni ehe siano indipen- 
denti da z, e la matrice œ è effettivamente non singolare. 

Quanto all’indice di moltiplicabilità di œ esso è certo positivo, 
perchè le omografie razionali biassiali aventi per assi o e o sono 
altrettante omografie riemanniane di ©; quindi, essendo œ non 
singolare, esso o è 1, o è 3. 


Se p è dispari, o se, pur essendo p pari è tHE, il valore 


dell’indice in discorso è certo 1; se no, è 1 soltanto in generale, 
mentre in casi particolari può risultare eguale a 3. 

L’effettiva possibilità di cotesti casi particolari risulta dalla 
discussione del paragrafo che segue (14). 


(442) Si osservi, in base alla discussione del testo, a quale circostanza ou- 
riosa resti collegato il fatto, posto in rilievo dallo HUMBERT, che non esistono 
matrici di RIEMANN non singolari col genere 2 e l'indice di moitiplicabilità positivo. 
Essa è semplicemente questa: l’intero 2 è l’unico intero > 1 che non sia spez- 
zabile nella somma di due interi positivi di cui uno almeno sia maggiore 
di 1. 
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$ 15. 


ANCORA SULL'ARGOMENTO PRECEDENTE. 
68. È stato già osservato che, se per la matrice œw è 
k=0, h=, 


il suo genere p è un intero pari, diciamo 29, con g> Il. 

Inoltre è stato dimostrato che le omografie riemanniane non 
nulle e non identiche di œw sono omogratie biassiali aventi per 
assi coppie di S29-1 imaginari coniugati appartenenti a una schiera 
di Sı di una Va di SEGRE, priva di punti reali, e appoggiati 
ciascuno alle imagini di œ secondo spazi a q— i dimensioni. 
Infine abbiamo pur visto che œw ammette coppie di omografie invo- 
lutorie  permutabili. 

Il ragionamento che ora sarà sviluppato per dimostrare lesi- 
stenza effettiva di matrici riemauniane non singolari con 1’ indice 
di moltiplicabilità 3 è inspirato a queste osservazioni; le quali, 
appunto, non sono state richiamate, se non per indicare le linee 
direttive della dimostrazione. 


69. In uno spazio S a 4q — 1 dimensioni (q > 1), prendiamo 
due omografie involutorie razionali, aventi per assi due coppie di 
Srg-1 imaginari coniugati (0, o) e (N 37) che siano inoltre permu- 
tabili e azigetiche (143). Z 

Resterà individuata una varietà di SEGRE, VII, con una schie- 
ra oot di S29-1, Cui appartengono o, 0, nene una schiera 00241 
di rette, costituita da tutte e sole le rette che si appoggiano, per 
es., a 0,0 e n (equindi anche a y e a tutti gli altri S2y_, di va). 

Aggiungasi che o, 0, 7,6 7 sono due coppie di elementi, ima- 
ginari coniugati, della schiera di $29-1, Separantisi armonicamente; 
quindi questa schiera non può contenere elementi reali e Vas è pri- 
va di punti reali. 

Le coppie di spazi (0, 0), e (7 n) possono riguardarsi come le 
coppie delle imagini di due matrici di RIRMANN a indici massimi, 
Q, e 2’; quindi le totalità lineari dei sistemi nulli (non indetermi- 


(14°) Per questa denominazione vedi E. SruUDY, loo, cit. (422). 
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nati), aventi due spazi autopolari in 0, o, o in 7, N sono due tota- 
lità razionali della dimensione p° — 1, 

Tra i sistemi nulli, aventi per spazi antopolari o e 0, quelli 
aventi uno spazio autopolare in 7 costituiscono una totalità lineare 
della dimensione 


p(p_—1) (P_1)(p +2) 


91 = ORI 2 (99-1)(4+1) 


Ora ciascuno di essi che non sia degenere trasforma Vai in una 
varietà di Secre W3 2q contenente o, oe n; quindi w3 20 coincide con 
va ed entro la schiera di 837-1 di questa varietà ciascuno di quei 
sistemi nulli subordina Pidentità. 
Segne che, i sistemi nulli, non del tutto indeterminati, aventi 
ino, o, ye n altrettanti spazi autopolari costituiscono una totalità 
lineare L della dimensione 


(47) (24 — 1)(a+1), 


intersezione di totalità razionali, e quindi razionale. 

Ciò posto, si consideri un .Ssj-: reale appoggiato a o eo se- 
condo $,-; imaginari coniugati. 

Essendo q > 1 e quindi 


(A+ 1) (24 — 1) > q (24 — 1) 


esistono certo in L dei sistemi nulli reali non degeneri aventi in 
quello Syy-_, uno spazio autopolare; cosicchè, se diciamo y un siste- 
ma nullo razionale di L infinitamente prossimo a uno di tali siste- 
mi, y risulterà un sistema nullo riemanniano non degenere di Q e 
Q, e ad esso risponderanno per Q forme Hermitiane di caratteri. 
stica p = 29 e indice di inerzia q. 

Indichiamo con « l’omografia involutoria razionale avente per 
assi 7 e 7 e formiamo il prodotto 


I = UV. 


Esso sarà una polarità riemanniana di Q’ avente per quadrica 
fondamentale, Fig, una quadrica razionale. 

Rispetto ad de, gli spazi o e o sono polari reciproci, poichè 
a li scambia fra di loro, mentre v tiene fermo ciascun di essi; ma 
questi spazi sono indipendenti, dunque Fip 2 Segna su o eo due 
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quadriche (imaginarie coniugate e) non degeneri, Fig? ed LEN, 
Ciascuna di queste quadriche poi contiene infiniti spazi della di- 
mensione q — 1, distribuiti in due sistemi continui differenti, 

Sia a un Sı di fiye; © sia a' lo S,-; trasformato di a me- 
diante a. 

Siccome «a è situato in o, a’ sta in o; inoltre siccome x trasfor- 
ma a nella stella degli iperpiani passanti per o e per a (144), il si- 
stema nullo », che eguaglia il prodotto 


1 


We == CH”; 


trasforma a’ nella detta stella di iperpiani. 

Segue che ciascun punto di a è coniugato a ciascun punto di 
a' rispetto a v: ma o è o sono autopolari rispetto a v, quindi anche 
ciascun punto di a (di a’) è coniugato rispetto a v a ciascun altro 
punto di a (di a’), e lo $Sog-1 T congiungente a ed a’ è, per », uno 
spazio autopolare. 

Aggiungasi ehe 7, poichè a ed «' si corrispondono in a, si ap- 
poggia secondo spazi a q — 1 dimensioni non solo a a e o, ma an- 
che a 7 e y, e a ciascun altro Sag di VA. 

L’omografia g trasforma z in fai cioè Tia in sè stessa, e 
o e lo spazio 


va n toga 


scambia fra loro o e 0; dunque per a Sig: 


a appartiene ad sE x 

Anche lo spazio a di o, imaginario coniugato ad a, appartiene 
ad JENNIE e gli spazi @' ed a si corrispondono nell’anticollineazione 
di S che è data dal prodotto - 


CASA 


ove € è il coniugio di S. 
Siccome a è (razionale, quindi) reale, è 


Cal = a, 
ossia 
Ca=al; 


quindi, essendo « e C involutorie, è tale anche « ©. 


2 


(144) L’iperpiano polare di un punto di a rispetto ad F iq- 


drica in quel punto e passa quindi per a. 


a tocoa la qua- 


"EA 


ili. lb. —’»’'èc-cte.r Rerum eeatetnttnentnetienttenteete ee  pr  na 
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Poichè lo spazio oè unito in al, aC subordina in o un'anti- 
collineazione involutoria œ. Questa muta in sè Le ed è priva di 
punti uniti. 

Osservisi infatti, per giustificar quest’ultima asserzione, che se 
g avesse un punto unito, questo dovrebbe esser portato da « e da 
C in uno stesso punto di o; e per conseguenza sarebbe congiunto 
ad esso da una retta reale e situata sulla Vag; ; mentre questa è 
priva di punti reali. 

Segue (cfr. n° 64) che gli spazi a’ ed è; siccome sono omologhi 
in 9, o sono indipendenti, o si tagliano in uno spazio di dimensione 
dispari; quindi sopra li h i ed a appartengono ad uno stesso si- 
stema di $,-1, 0 a sistemi differenti, secondo che g è pari o dispari. 


2 


70. Vediamo ora se è possibile disporre dello spazio a di Var Di 
o, ciò che è lo stesso, dello spazio a’ di Pi così che: 


1) lo spazio 7 congiungente «a ed bili indipendente dallo 
spazio imaginario coniugato 7; e 

2) il complesso lineare determinato dal sistema nullo » non 
contenga alcuna delle rette appoggiate ad a e a. 

Perchè 7 risulti indipendente da 7 occorre intanto e basta che 
sia a' indipendente da a, dopo di che anche a è indipendente dallo 
spazio imaginario a' coniugato ad a’ e situato in o. 

Suppongasi adesso che il complesso lineare determinato da y 
contenga una retta reale appoggiata ad a e a, cioò una retta con- 
giungente un punto A di a con il punto imaginario coniugato A 
di x. L’iperpiano polare di A rispetto a v passerà allora per A; 
ma se A’ è il punto di a’ omologo ad A in «, cotesto venne è 
l’iperpiano polare di A’ rispetto ad Fo, e A’ di su Fi: 3 
dunque la retta A' A giacerà su Ho. cioè su TEA Aggiungasi 
che i punti A’ ed 4 sono omologhi in p, e quindi la retta A’ A 
sarà pure unita in g. 

Le considerazioni fatte sono invertibili, quindi per il lemma del 
n° 64 è possibile soddisfare alle condizioni 1) e 2); basta prendere 
a’ su Ta a3 Così che a’ ed 4 risultino indipendenti e che non esi- 


sta su JÈ alcuna retta unita in 9 e appoggiata ad a’ e a. 


2q—2 
71. Si supponga di aver scelto a su f? _, così che risultino 
soddisfatte le condizioni 1) e 2) del n° precedente. 

Il sistema nullo yv ha in 7 e 7 due spazi autopolari e il com- 
plesso lineare da esso definito non contiene alcuna delle rette reali 


38 


dl + n d_—, dor——— __o sc e as so ——r—rrr——6m—mÒ Emme, e Vem Bee wo... 
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appoggiate ad a e a; quindi 7 et (cfr. il ragionamento del n° 66) 
sono le imagini di una matrice riemanniana œ che ha in y» un si- 
stema nullo riemanniano principale e altrettante omografie rieman- 
niane in tutte le omografie razionali del sistema lineare oo? indi- 
viduato dall’identità, dalle omografie involutorie aventi per assi 0, 
0 e n n e dal ioro prodotto. 

Dito che: 

Se q>1 si può ulteriormente disporre di a in modo da ottenere 
che œw risulti non singolare (e con l'indice di moltiplicabilità 3). 

Suppongasi in primo luogo q > 2. 

Ir tal caso non è possibile che due sistemi nulli riemanniani 
differenti »' e »” della matrice 2 operino egualmente sugli 8,-) di 
un sistema di 77, ,, Perchè se ciò accadesse le reciprocità vi; è 
vii indotte da v e »” fra o e o operebbero egualmente non solo su- 
gli S, di sita di quel sistema, ma, a dirittura sui punti di FRA, x 
una volta che, essendo q > 2, per ciascun punto di Us passano 
infiniti S,_; di quel sistema congiunti dall’iperpiano ivi tangente ad 

22° Ma allora vz è v- non potrebbero esser distinte, e v', v”, con- 
tro ipotesi, coinciderebbero. 

Inoltre non è possibile che esista in o un sistema nullo, non 
del tutto indeterminato, che abbia spazi autopolari in ogni Sy di 
un sistema di Me, perchè se ciò fosse, essendo qg > 2, in quel si- 
stema nullo ciascun punto di CGA avrebbe per omologo l’iperpiano 


sa 


tangente in esso ad /? ,, e il sistema nullo coinciderebbe con la 
2 


polarità determinata da Salo o 

Ciò porta che quando gq > 2 la nostra asserzione può esser giu- 
stificata imitando il procedimento del n° 67. 

Si ragioni infatti per lo spazio æ come ivi si ragionava per lo 
spazio È. 

Tutto si riduce a far vedere che si può scegliere lo spazio 
a su a in modo da soddisfare con esso non solo alle condizioni 
1) e 2) del n° 70, ma anche alle condizioni analoghe alle a), b), e) 
del n° 67, che diremo, per intenderci, le condizioni a’), V) e c’). 

Ora che in ciascun sistema di mE esistano degli Sg—; soddi- 
sfacenti alle condizioni a’), b’), c') è conseguenza immediata del lem- 
ma del n° 63, quando si sia avvertito che affermare Vesistenza di 
tali 87, equivale ad affermare che sopra una certa varietà algebri- 
ca irriducibile V di uno spazio a gp — 1 dimensioni esistono punti 
non appartenenti ad alcuna varietà di un insieme numerabile di va- 


UPR e_eeror_—6m _ =” - i le: Dema P T —s 
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rietà algebriche, nessuna delle quali, in virtù delle considerazioni 
fatte più sopra, passa per V. 

Segue, anzi, dall’osservazione finale del n° 63, che in ciascun 
sistema di /?_, gli 8-1 soddisfacenti alle condizioni a’), b’) e c’) 
costituiscono un insieme avente per $7-; limiti tutti gli S,-1 del 
sistema, e quindi per l’osservazione che chiude il n° 64 esisto- 
no certo su UR degli Sai che soddisfanno non solo alle condizioni 
1) e 2) del n° 70, ma anche alle condizioni a'), b’) e c’). 

Infatti se un $,_, di Sale soddisfa alle condizioni 1) e 2) del 
n° 70, alle stesse condizioni soddisfanno tutti gli $7-, dello stesso 
sistema abbastanza prossimi ad esso, e fra questi vi sono certo de- 
gli Sı soddisfacenti alle condizioni a’), b’) e c’). 

Suppongasi in secondo luogo q = 2. 

Anche qui la nostra asserzione può essere giustificata, in ulti- 
ma analisi, col procedimento del n° 67; ma stavolta Dis è una 
quadrica ordinaria, e delle rette di ciascun suo sistema soltanto una 
passa per un punto assegnato della quadrica, quindi il ragionamento 
or ora delineato per il caso q > 2, non è immediatamente applica- 
bile. 

Procederemo dunque per una via leggermente diversa, la quale ha 
il vantaggio di porgere un esempio concreto di matrice riemanniana 
del genere 4 non singolare e con l’indice di moltiplicabilità 3. 

Jome matrici Q e Q' prendansi nel caso attuale le matrici: 


Q= 
DICO. 0. 0 1 0 0 
0 000001 i 
li oioo woo 
u =w o ooy 
+ i G=/-1), 
o0 000i 0 i o 
o ooo o —i oil 


le cui imagini (0,0) e (y, n) sono le coppie di S, fondamentali delle 
due omografie involutorie permutabili azigetiche rappresentate nello 


nube è — —. to s49—_ | e a- e a Y 
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S7 ambiente dalle equazioni 


; ; i ; ; 
(48) £i = Bo , V3 = — Cy , Cg = Vy q V4, = — Vg q V5 = Lh y Lo = — N5, 
dv = Lg , Lg = — r, 

e 
t d i I ta t j 
(49) “Xi = Ly , Vy = — Ly y V3 = — Li , Vy = Ma y VE = C7 y Vo = — Vg, 
£I = — E; , Vg = No » 


Le forme alternate che sono forme riemanniane di Q e Q' si- 
multaneamente, d’accordo con la (47), sono date, al variare di A, 
B, , L fra i numeri razionali, dall'espressione 


A [(1, 2) — (3, 4)] + B [(1, 3) + (2, 4)] + CIU, 4) — (2, 3)] + 
+ D [(5, 6) — (7, 8)] + E [(5, 7) + (6, 8)] + £ [(5, 8) — (6, 7)] + 
+ @ [(1,5) + (2,6) + (3, 7) + (4, 8)] + R [(1, 6) — (2,5) — (3,8) +-(4, D] + 
+ ZA, T) + (2, 8) — (8,5) — (4,6)] + Z.[(1,8) — (2, 7) + (3, 6) — (4,5)], 


dove, secondo una convenzione solita, la scrittura r,s) sta per il 
binomio 

Ur Ye — Vs Yr; 
e fra queste alla forma 


(1, 2) FE (3, 4) S5 (5, 6) “i (7, 8) 
risponde per £ la forma Hermitiana 
24 24 — ĉo o + 23 23 — 24%, 


che è appunto a caratteristica 4 e con l’indice di inerzia 2. 
Segue che come sistema nullo v (cfr. n° 69) può prendersi qui 
il sistema nullo rappresentato come connesso di punti dall’equazione 


(50) (1, 2) — (3, 4) + (5, 6) — (7,8) = 0, 
o, come reciprocità involutoria, dalle equazioni 


(51) El = 2x2, Èn = — ca p Eg = — 0a, E4 = Xa p 5 — Te , Ee = — ds, 


7 = — Vs , $8 = T7 ; 


Vre 


dove le È sono coordinate di iperpiano, 
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La polarità x è quivi la polarità rappresentata dalle equazioni 
(52) Ši = g4 , $2 = Y3 , E3 =, i vieta, , (T tr, E7 = o , Èg = T5 


e quindi la quadrica IUR cioè DE) è qui la quadrica rappresen- 
tata dall’equazione 


tta + 09%, + te + ig = 0. 
Un punto X di o che abbia le coordinate 
(52) ATISA TIRA S STASI Aa VA SEA TRIAL 
giace su F? se è 
(54) Aho + åaå4 = 0, 


questa è dunque i» o, concependo le 4, ,...,Zy come coordinate di 
X in 0, l'equazione della quadrica i (PT che è, qui, una quadrica 
(ordinaria) f$. 

Lo spazio a è nel caso attuale una retta di f2; se due punti 
distinti di essa sono dati dal punto X, con le coordinate (53), e dal 
punto Y con le coordinate 


Ha 3 Pi È, ig La i, pg ig, Ma y Ma È, 
lo spazio a’ è qui la retta congiungente i punti con le coordinate 
Ag, — Agi, — A, 5A ida, — Agi — Ag g Agi 
May — agi, — Hi, Hy È, May — Mai, — Hg 3 Hai 
e sarà 
Aiha + Åg = 0 
Mah + Maty = 0 


lilo + hatt; F Aggty + haug = 0. 


Se si suppone Z, = u, = 1, queste tre condizioni equivalgono 
alle altre 


la = — aly, Mo = — Hgts 


Agha + Uzkia — gta — yug = 0; 


vero dé —o et, PF NE å M TTG VM aa 
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quindi in base ai ragionamenti generali fatti nei ni precedenti si 
può assicurare che la matrice 


1°. di rollin 
1 è — figlia — piglia ug Hai ių pui 
(55) 
MITI -1 iù ge 
| Mali Mali —1 i jų pui — ug mi 


è una matrice riemanniana (di genere 4) con un sistema nullo rie- 
manniano principale in quello rappresentato dall’equazione (50), pur- 
chè in essa le 4,,4g 344349, Mg; SOddisfacciano alla relazione 


(56) Aghg + Hatta — Agla — Aattg = 0; 


e inoltre la retta @ sia una retta opportunamente scelta in una delle 
due schiere rigate di f2. 

Avvertasi per altro che tale scelta non impone alle Z,, 43; 44, 
Ho ) Mg, 44 Che condizioni esprimibili mediante disuguaglianze, e che 
queste disuguaglianze possono esser soddisfatte in una infinità (con- 
tinua) di maniere distinte. 

Resta ora a dimostrare che la matrice (55) è, in generale, non 
singolare, 

Per qnesto procederemo in modo diretto alla maniera che segue, 

Sia 


1...8 
(57) 2 Ors Vr Ys 
1,8 


una forma riemanniana alternata della matrice (55). 

Ponendo per le x, gli elementi della prima riga della (55) e 
per le y, gli elementi della seconda riga, si trova che le c, deb- 
bono soddisfare alla relazione: 


[61,3 — 02,4 F (01,4 + 02,3)i] (4344 — Patto) + [ers—02,64+(01,64-02,5)î] (se3—A3) + 
+ [01,7 — 02,8 + (018 Fezi) (us — ha)+ [c3 5—64. 0H (C36 Ea, 5)iJAsyal tuma) 
les, — cast les s4 earita s — As) tles, 21—868 


F (Cs,8 t 66.7) i] (Aspta— Aau) =0. 
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Ma questa relazione, date le ipotesi di generalità in cui ci sia- 
mo posti, deve ridursi alla (56) o deve essere identica, dunque, non 
potendo mai verificarsi, come è evidente, la prima alternativa, ha 
da essere 


C1,3 — 02,4 + (C14 + 02,3)t=0, 61,5 — C2,6 + (16 + 02,5) = 0, 
C17 — 02,8 + (cis + 627) t = 0, 3,5 — 046 + (03,6 + cas) = 0, 
Csa — C48 + (Cs + cani = 0, 65,7 — Ce + (658 + comi = 0; 


ossia, una volta che le c,s sono numeri (razionali, e quindi) reali, 
ha da essere: 


C24 = C1,39 02,6 = 1,5) C2,8 = CO, 046 = C3,5, Cas = C3,7) Cog = C5,7 
Cp Cig Ce AC ig e Co ee nigi, Cs A 
Cate — Cai Cage 0h 


Dopo ciò ponendo nella (57) per le v, gli elementi della prima 
riga di (55) e per le y, gli elementi della terza riga si trova che 
deve essere 


01,2 — 03,4 — 05,6 + 078 = 0 
01,3 = Cha = 057 = 05, = 0 


Ci FARO Vi E A i E E emma 10.0 


Analogamente, ponendo nella (57) per le x, gli elementi della 
prima riga e per le y, quelli della quarta riga di (55), si trovano 
per le c, le relazioni ulteriori : 


Cda ia e AV 
5 = 01, = €17 = Cls = 0 ; 


ĉi 


p 


e infine, ponendo per le «, gli elementi della seconda riga e per le 
Y, quelli della terza, si prova che deve essere 


01,2 = €5,6 * 


ec rv .opo—’"——_-cp ———r__y"-—=__moop epc’ ———————@—@—@—@@—@m—_——m—r—r——r———————— ———@@—@—@—@n’ i: Eb 
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Riassumendo, nella (57) è 
GAS IDA, 


e tutte le altre Crs sono nulle, dunque la matrice (55) non ammette, 
in generale, che le forme riemanniane alternate fornite da 


A [(1,2) — (3,4) + (5,6) — (7,8)], 


al variare di A fra i numeri razionali, e la matrice (55) è, in gene- 
rale, non singolare. 


$ 16. 


IL RANGO DI UNA VARIETÀ ABELIANA. LE VARIETÀ ABELIANE 
NON SINGOLARI. 


72. Le teorie svolte in questa Memoria sono suscettibili di ap- 
plicazioni numerose ed importanti; qui ci contenteremo di dedurne, 
a titolo di esemplificazione, alcune delle conseguenze più notevoli 
per la geometria sopra una varietà abeliana, con particolare riguar- 
do alle varietà abeliaue non singolari; rimandando, anche per que- 
sto, a un altro lavoro una trattazione compiuta. 


73. È noto che le trasformazioni algebriche (ad indice finito) 
situate sopra una varietà abeliana V, di dimensione p, si distribui- 
scono in classi, corrispondentemente alle sostituzioni riemanniane 
intere di una qualunque delle matrici di RIEMANN (equivalenti) a 
cui la varietà appartiene; e che il numero-base o della varietà, cioè 
il massimo numero di classi indipendenti di trasformazioni situato 
su di essa è uguale all’indice di moltiplicabilità di una qualunque 
di queste matrici aumentato di 1 (14). 

Si indichi con C, la classe nulla, cioè quella contenente le tra- 
sformazioni a valenza zero, con €, la classe identica, cioè quella 
contenente le trasformazioni a valenza — 1 (in particolare l’identi- 
tà), e se j è un intero positivo e O è una classe qualunque di tra- 
sformazioni di V, si dica Cl’ la classe C, se j= 1, o la classe pro- 
dotto di j classi eguali a €, se j>1L 


(445) Per questo e per quanto segue veggasi la memoria citata in (493), 


— ———n1111[._I_1. —_P__ m_ 1—_—__-rrrrr—or_ er _’ Nr "An tte Tp®éePee“ > E EL NN oe" Re 
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Ciò posto, le trasformazioni di V contenute nella classe C si 
diranno del rango r, se r è il minimo intero positivo per cui accade 
che sia 


doll Lia OL... L'ani0La 0 = 


con le «0,.»., x, intere e ag + 0. 

AI variare di C su V, l’intero r può variare; ma esso non può 
mai superare il numero-base di V, dunque ammette un massimo, che 
indicheremo con o e che diremo il rango della varietà V. 

Il rango di una trasformazione algebrica di V è, si vede subito, 
il rango della sostituzione riemanniana intera che ad essa risponde 
per una qualunque delle matrici riemanniane cui appartiene V, 

D'altronde ogni sostituzione riemanniana di una matrice di 
RIEMANN, ove sia moltiplicata per un conveniente intero, si muta 
in una sostituzione riemanniana intera della matrice stessa; dunque: 

Il rango di una varietà abeliana è il rango di una qualunque 
delle matrici di RIEMANN a cui essa appartiene. 

Di qua segue subito che: 

Se la varietà abeliana V è pura, ossia è priva di congruenze 
abeliane di varietà abeliane, il rango 0 è un divisore comune di o e 


sa i o » ; TF 
di 2p, e l’intero — è a sua volta un divisore di 0; poi Vintero o è 
Q 


un divisore di 4p*, non superiore a 2p. 

Inoltre ogni trasformazione algebrica di V (ad indice finito) che 
non sia a valenza zero (cioè di rango nullo) ha per rango un divisore 
di o (<Q). 


2 n 
74, Nel caso che V sia pura, l’intero P ha un significato geo- 
o 
metrico che giova mettere in rilievo. 
Sia 
PROSS 


una base minima per l’insieme A delle sostituzioni riemanniane in- 
tere di una matrice di RIEMANN, cui appartenga V; e sia 


MRA Let 


dove le £, sono indeterminate intere, l'elemento corrente di H. 
L’equazione minima di A è del grado ọ e diventa l’equazione 
minima dell’algebra razionale connessa con w quando in essa si 
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supponga che le £, siano indeterminate non a dirittura intere, ma, 
soltanto, razionali; inoltre, se tale equazione minima è 


F (E) = & H fa (Ei a 0003 Eo) E + + So (Ei y eee a Eo) = O, 


le f sono funzioni razionali intere a coefficienti interi dei loro ar- 
gomenti. 
Giacchè V è pura, e quindi è tale anche œ, la fanzione carat- 


Poe A 2p esima 
teristica 4 ($) di A è la potenza = di F(é), dunque il determi- 
Q 


nante di A è dato da 


2p 
(58) oe 


ed f, è una funzione omogenea di grado o. 

Ora le trasformazioni algebriche (v, 1) (v = 1) situate su V si 
distribuiscono, come è noto, corrispondentemente alle sostituzioni 
riemanniane intere di œw, in schiere continue co”, ciascuna schiera 
essendo una varietà abeliana birazionalmente identica a V; e Pin- 
dice v per le trasformazioni della schiera rispondente a una data 
sostituzione intera di œw è il determinante della sostituzione; dunque: 

Se V è pura, i valori dell'indice v per le trasformazioni alge- 
briche (v, 1) situate su di essa sono tutti e soli gli interi positivi del 
tipo 


42, 
essendo À un intero rappresentabile mediante la forma 


Je (È, 311 3 Èo). 


J se v è un intero positivo del tipo ora detto, le schiere coP di 
trasformazioni algebriche (v, 1) situate su V rispondono biunivocamente 
alle soluzioni intere delPequazione : 


2p 


(59) [So'(E]3 ee; 


Avvertasi che, per osservazioni già fatte altrove, la forma (58) 
è semidefinita positiva e atta, in ogui caso, a rappresentare Puni- 
tà; dunque : 
La forma 
Se (È 3 + 1 fo) 


4 
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2p , 
è atta a rappresentare almeno uno dei due numeri +1; e se — è 


dispari (il che non può certo avvenire se o non è pari), essa è pure 
una forma semidefinita positiva. 


75. Le considerazioni precedenti possono essere meglio precisate 
quando V sia una varietà abeliana non singolare, e quindi neces- 
sariamente pura. 

L'indice di moltiplicabilità di una matrice riemanniana non 
singolare è 0, 1 o 3; e il rango di una tal matrice è 1 o 2, secondo 
che quell’indice è nullo o positivo; dunque si ha intanto che: 

La varietà abeliane non singolari possono essere distribuite in 
tre tipi fondamentali, dicendo : 

del tipo T) quelle che hanno per numero-base e per rango l’unità ; 

del tipo II) quelle che hanno il numero-base e il rango eguale a 2; 

del tipo III) quelle che hanno per numero-base 4 e per rango 2. 

Avvertasi che, per quanto è noto a proposito delle matrici 
riemanniane non singolari : 

Questi tre tipi di varietà abeliane sono tutti effettivamente ren- 
lizzabili, ma per le varietà del tipo IJ) la dimensione è un qualunque 
intero positivo diverso da 2, e per le varietà del tipo Ill) lu dimen- 
sione è un qualunque intero pari non inferiore a 4. 


76. Manteniamo sempre per V le notazioni introdotte nel n° 74. 

Se V è del tipo I), si ha o= ọ = 1, e la sostituzione A, 
che forma una base minima di H è la sostituzione identica o la 
sua opposta; quindi è 


F&o=é&FÈ 
ed 


Se =+ E. 

Ne risulta che: 

Sopra una varietà abeliana non singolare del tipo I) e della di- 
mensione p esistono schiere continue co? di trasformazioni algebriche 
(v, 1) (Mm = 1), se, e soltanto se, v è una potenza (2p)"® esatta ; e per 
ogni tale valore di v esistono sulla varietà due e due sole schiere 
continue di trasformazioni algebriche (v, 1). 

Suppongasi invece che V sia del tipo II) o III). 

Allora o è 2 o 4, ma o è in ogni caso 2; ed 


So (Er s ee 3 Eo) = Sa (E1 y 3 Eo) 


è una forma quadratica binaria o quaternaria a coefficienti interi, 


eee, «»=u "== 
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Poi, essendo V non singolare, non solo algebra razionale, ma 
anche l’algebra reale connessa con la matrice œ è primitiva; quindi 
Vequazione minima di un qualsiasi elemento non nullo di una qua- 
lunque di quelle due algebre non può esser priva di termine noto; 
e la forma quadratica f, è definita. 

Ma Vequazione minima di una sostituzione riemanniana di 
rango 2 di una matrice riemanniana singolare è a radici imaginarie 
coniugate, dunque /, è una forma definita positiva. 

Segue che un’equazione della forma 


(60) ni ee N EA (à intero positivo) 


non può ammettere, eventualmente, che un numero finito di solu- 
zioni intere, perchè la (60) in uno spazio a o dimensioni, per cui 
le È, ,...,é, siano, per es., coordinate cartesiane ortogonali, è Pe- 
quazione di una quadrica a punti reali rinchiudibile in un paral- 
lelotopo nel quale non capita che un numero finito di punti a 
coordinate intere, 

Si ha così il teorema: 

Sopra la varietà V, ove essa sia del tipo II) o III), esistono 
schiere continue di trasformazioni algebriche (v, 1) (v = 1), se, e sol- 
tanto se, v è la potenza p"® di un intero rappresentabile mediante 
la forma quadratica definita positiva, binaria, 0, rispettivamente, 
quaternaria 


Sa (Èi 3 e 3 Èo) 5 
e per ogni tale valore di v il numero di quelle schiere è finito ed 


? 
eguaglia il numero delle rappresentazioni diverse di Yy mediante la 
forma stessa. 
In particolare si osservi che: 
Il numero delle schiere continue di trasformazioni birazionali 
di una varietà abeliana non singolare in sè stessa è in ogni caso finito. 


77. Al teorema ultimamente enunciato pnò darsi una forma 
molto più precisa; possiamo dimostrare infatti che : 

Il numero N delle schiere continue di trasformazioni birazionali 
sopra una verietà abeliuana non singolare non può essere che 


“ 
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potendosi verificare soltanto la prima o soltanto le prime tre alter- 
native, se la varietà è del tipo 1) o II), rispettivamente. 

Se la varietà V è del tipo I) è noto ed è stato già osservato 
che N = 2; supponiamo dunque che V sia del tipo II) o III) 

Se V è del tipo II), per modo che o=2, la forma quadratica 


Sa (E, 7 Šo) -— ati $ bè fa + cë 


è una forma quadratica definita (positiva) atta a rappresentare 
l’unità; quindi se si pone 


4ac — b = D (D> 0), 
essa è equivalente a una forma del tipo 
D 
E + yë , 


o del tipo 


aprira decta, 


secondo che b è pari o dispari, ossia secondo che è ) = 0 o 
D= 3 mod 4. 
Ora l’equazione 
D 
fs = 5=1 (D=0, mod 4), 


se D= 8, ammette le sole soluzioni intere 
&= 1, S= (0g 
e, se D=4, ammette soltanto le 4 soluzioni intere 
&= +1, &=0; é=0, f,= +1; 
e lequazione 
H+&5&+T 5 Lal glio 1 (D=3, mod 4), 
ossia 


(+3 at Ras 
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ammette, se D = 7, soltanto le soluzioni intere 
Èj= +1, &=0, 
mentre, se D = 3, ammette le 6 soluzioni intere : 


&/= 11, &,=0; é&,=0, &,= 1; &=1, &=— l; 


mm 
| 
| 
H 
Sa 
Il 
m 


danqne se V è del tipo IT), il numero N è, per essa 2, 4 o 6. 

Supponiamo infine che V sia del tipo III) 

Alle N schiere continue di trasformazioni birazionali, che essa 
contiene, rispondono, per la matrice œw cui appartiene, N sostitu- 
zioni riemanniane intere formanti un gruppo. 

Diciamo 


(61) E Tag y iy 


le matrici di queste sostituzioni e riguardiamole come N elementi 
dell’algebra complessa connessa con w. 

Siccome l’algebra reale connessa con w è, questa volta, un'al- 
gebra reale primitiva di ordine 4, cioè Palgebra degli ordinari qua- 
ternioni, l’algebra complessa in discorso è equivalente all’algebra 
delle matrici quadrate di ordine 2 a elementi complessi; dunque, 
in corrispondenza alle (61), esistono N sostituzioni lineari binarie, 
le cui matrici indielheremo con > 


(62) o Agg tare Ni, 


che formano un gruppo isomorfo a quello costituito dalle sostitu- 
zioni aventi per matrici le (61), e tali che se 4; è, fra le (62), la 
matrice corrispondente alla M; delle (61), l'equazione minima di py 
coincide con quella di My. 

Quest'ultima è irriducibile nel corpo dei numeri razionali 
(perchè w è pura), ha per radici radici dell'unità, perchè la sostituzio- 
ne riemanvniana corrispondente ad Mj, facendo parte di un gruppo 
d’ordine finito, è periodica, ed è del grado 1 o 2 — riuscendo del 
grado 1, soltanto se M; coincide con la matrice identica (d’ordine 
2p) o con l’opposta —; dunque essa non può essere che una delle 
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seguenti cinque equazioni : 


(63) &21=0, 
(64) E41=0; 
(65) ELtEH41=0. 


Ciò significa che 4; o è la matrice identica del 2° ordine, o è 
la sua opposta, o è una matrice avente per equazione caratteri- 
stica la (64) o una delle (65). 

In ogni caso 4; risulta a determinante 1, e le sostituzioni con 
le matrici (62) formano un gruppo di sostituzioni lineari binarie a 
determinante 1, in cui, come risulta dalle (63), (64) e (65), ogni 
sostituzione non identica ba il periodo 2, 3, 4 o 6. 

Basta tener presenti i diversi tipi di gruppi d'ordine finito di 
sostituzioni lineari binarie a determinante 1 (16) per dedurre allora 
che il nostro gruppo, o è ciclico e dell'ordine 2, 4 0 6; o è die- 
drico e dell’ordine 8 o 12; o è tetraedrico e dell’ordine 24. 

Si conclude che N è, come volevasi, 2, 4, 6, 8, 12 o 24. 


78. I casi per N indicati come possibili dal teorema prece- 
dente sono tutti realizzabili; ma la dimostrazione di questo fatto, 
l'estensione dei teoremi fondamentali sulle curve ellittiche singo- 
lari (447) alle varietà abeliane nou singolari del tipo II), e lo studio 
approfondito di quelle del tipo III) sono da rimandare a un lavoro 
ulteriore per non aumentar di troppo la mole di questa Memoria. 


Giardini (l'aormina), 30 settembre 1919. 


(146) Vedi, per es., F. KLEIN, Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflb- 
sung der Gleichungen vom fünften Grade (Teubner, Leipzig, 1884), pag. 36 e seg. 

(147) Cfr. G. Scorza, Sulle curve ellittiche singolari (Rendiconti della R. Ao- 
cademia dei Lincei, serie 58, vol. XXVII, 1° semestre 1918, pp. 171-173). Occorre 
appena avvertire che quando, secondo l’uso, si distinguono le onrve ellittiche 
in curve a modulo generale e enrve singolari, si adopera la parola «singolare» 
in senso ben diverso da quello in cui la parola stessa è adoperata quando si 
dice che «una varietà abeliana è singolare », cioè legata a una matrice rieman- 
niana singolare. Secondo quest’ultima nomenclatura ogni curva ellittica è una 
varietà abeliana (di dimensione 1) non singolare. 


